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Capitolo 1: Idrodinamica e morfologia fluviale 
1.1 Moto dell’acqua 
La morfologia di un corso d’acqua dipende dall’interazione fra moto dell’acqua e moto dei 
sedimenti. Le equazioni che descrivono il moto dell’acqua o più in generale di un fluido viscoso 
incomprimibile sono le celebri equazioni di Navier (1827) e di Stokes (1845): 
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dove: 
 
u : componente della velocità del fluido nella direzione x 
v : componente della velocità fluido nella direzione y 
w : componente della velocità fluido nella direzione z 
p : pressione del fluido 
zyx ,, : terna di riferimento in cui l’asse z è assunto verticale 
g : accelerazione di gravità 
Ω : velocità di rotazione della Terra 
φ : latitudine 
 
a queste equazioni si deve aggiungere l’equazione di continuità esprimente il principio di 
conservazione della massa, che per un fluido con densità costante diventa: 
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dove: 
 
u : componente della velocità del fluido nella direzione x 
v : componente della velocità fluido nella direzione y 
w : componente della velocità fluido nella direzione z 
p : pressione del fluido 
zyx ,, : terna di riferimento in cui l’asse z è assunto verticale 
 
I primi tre termini delle equazioni (1.1)-(1.3) rappresentano le forze d’inerzia legate alle 
accelerazioni del fluido il quinto termine rappresenta le forze di massa dovute all’accelerazione di 
gravità e all’accelerazione di Coriolis. Gli ultimi termini rappresentano la forza di superficie dovute 
rispettivamente alla pressione e alla viscosità del fluido. Per poter utilizzare le equazioni di Navier-
Stokes nei moti a turbolenza sviluppata, e indispensabile eseguire sulle equazioni stesse una 
preliminare integrazione del tempo, intesa da eliminare le pulsazioni turbolente. Le equazioni di 
Navier-Stokes diventano così le equazioni di Reynolds: 
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dove: 
 
u : componente della velocità in direzione x mediata sulla turbolenza 
v : componente della velocità in direzione y mediata sulla turbolenza 
w : componente della velocità in direzione z mediata sulla turbolenza 
p : pressione mediata sulla turbolenza 
'u : pulsazione della velocità u 
'v : pulsazione della velocità v 
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'w : pulsazione della velocità w 
 
l’equazioni di continuità, sottoposta ad un analogo processo di media, scrive: 
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dove: 
 
u : componente della velocità in direzione x mediata sulla turbolenza 
v : componente della velocità in direzione y mediata sulla turbolenza 
w : componente della velocità in direzione z mediata sulla turbolenza 
 
Una semplificazione di queste equazioni si ottiene tenendo in considerazione che gran parte 
di sistemi idrici naturali (mari, laghi, fiumi) sono caratterizzati da velocità orizzontali molto 
maggiori di quelle verticali. Qualora sia lecito trascurare l’accelerazione verticale rispetto 
all’accelerazione di gravità la terza delle equazioni di Reynolds si trasforma nella cosiddetta 
equazione dell’idrostatica: 
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dove: 
 
g : accelerazione di gravità 
p : pressione mediata sulla turbolenza 
 
che esprime una variazione lineare della pressione con la quota. Trascurando gli sforzi viscosi 
rispetto quelli turbolenti e portando le velocità sotto il segno di derivato, le altre due equazioni di 
Reynolds diventano: 
 
 
 4 
( ) ( ) ( ) 0''''1sin2 =





∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
+Ω−
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
wu
z
vu
yx
p
v
t
u
z
uw
y
uv
x
uu
ρ
φ  (1.10) 
 
( ) ( ) ( ) 0''''1sin2 =





∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
+Ω+
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
wv
z
uv
xy
p
u
t
v
z
vw
y
vv
x
vu
ρ
φ  (1.11) 
 
dove: 
 
u : componente della velocità in direzione x mediata sulla turbolenza 
v : componente della velocità in direzione y mediata sulla turbolenza 
w : componente della velocità in direzione z mediata sulla turbolenza 
Ω : velocità di rotazione della Terra 
φ : latitudine 
p : pressione mediata sulla turbolenza 
 
nell’ipotesi di moto orizzontale prevalente, è anche possibile integrare sulla verticale le equazioni 
del moto, ottenendo il cosiddetto modello bidimensionale, le cui equazioni risultano: 
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l’equazione di continuità, trattata in modo analogo, diventa: 
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dove: 
 
U : velocità della corrente in direzione x mediata sulla verticale 
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V : velocità della corrente in direzione y mediata sulla verticale 
eV : velocità del vento 
α : angolo che il vento forma con l’asse x 
χ : coefficiente di Chézy 
ξ : costante che dipende dallo sforzo tangenziale in superficie, da eV  e da α  
2ε : coefficiente dipendente da χ  e di valore costante pari a circa 0,03 
g : accelerazione di gravità 
Ω : velocità di rotazione della Terra 
φ : latitudine 
h : profondità della corrente 
E : coefficienti di dispersione turbolenta bidimensionale 
 
In molti casi pratici le correnti idriche sono caratterizzate da una dimensione longitudinale 
decisamente prevalente sulle altre due, come accade per i corsi d’acqua. In questi casi la direzione 
del moto è più o meno corrispondente all’asse del canale stesso. Assumendo l’asse x coincidente 
con l’asse del canale la velocità media sull’intera sezione del corso d’acqua risulta: 
 
( ) ( )dAtzyxu
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A
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dove: 
 
U : velocità media nella sezione 
A : area della sezione 
u : componente della velocità in direzione x mediata sulla turbolenza 
 
se l’integrazione dell’equazione di Reynolds è estesa sull’intera sezione del corso d’acqua, si ottiene 
la seguente equazione: 
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dove: 
 
U : velocità media nella sezione 
Z : quota del fondo del corso d’acqua 
g : accelerazione di gravità 
A : area della sezione 
fxτ : sforzo tangenziale al fondo nella direzione x 
ρ : densità del fluido 
h : profondità della corrente 
 
nella quale: 
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dove: 
 
U : velocità media nella sezione 
u : componente della velocità in direzione x mediata sulla turbolenza 
A : area della sezione 
 
rappresenta il coefficiente che tiene conto della non uniforme velocità della sezione. La stessa 
equazione potrebbe anche essere ricavata esprimendo il bilancio della quantità di moto che 
attraversa nell’elemento di canale avente lunghezza di x. Se invece della quantità di moto si esprime 
il bilancio dell’energia attraverso lo stesso elemento, si ottiene un’equazione di poco diversa. 
Indipendentemente dall’ipotesi fatta per definire la distribuzione delle velocità nella sezione del 
corso d’acqua, l’equazione di continuità nel modello unidimensionale si scrive: 
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Q : portata liquida del corso d’acqua 
A : area della sezione 
 
l’equazione del modello unidimensionale può essere ricondotta alla seguente equazione: 
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dove: 
 
Q : portata liquida del corso d’acqua 
A : area della sezione 
h : profondità della corrente 
Z : quota del fondo del corso d’acqua 
g : accelerazione di gravità 
J : pendenza della linea dell’energia 
1.2 Moto dei sedimenti 
Alle equazioni idrodinamiche devono essere aggiunte le equazioni che descrivono il moto 
dei sedimenti. In termini monodimensionali il moto dei sedimenti consiste nell’equazione di Exner 
che descrive l’evoluzione del fondo del corso d’acqua: 
 
t
ZB
x
PN
k
k
∂
∂
−=
∂
∂
∑
=1
 (1.20) 
 
dove: 
 
KP : portata solida riferita alla K-esima classe granulometrica 
B : larghezza del corso d’acqua 
Z : quota del fondo del corso d’acqua 
il bilancio dei sedimenti di pezzatura differente espressa dall’equazione: 
 8 
 
t
ZB
x
P
t
B KKK ∂
∂
−
∂
∂
−=
∂
∂∂ *ββ  (1.21) 
 
dove: 
 
KP : portata solida riferita alla K-esima classe granulometrica 
Kβ : frazione della classe granulometrica K-esima presente nello strato attivo 
B : larghezza del corso d’acqua 
Z : quota del fondo del corso d’acqua 
K*β : frazione della classe granulometrica K-esima che viene scambiata tra lo strato attivo ed il 
sottostrato 
 
 
infine la portata solida può essere espressa, come meglio descritto al capitolo 2 con la seguente 
formula: 
 
KK
K
cK Bd
JQP ζβα
22
=  (1.22) 
 
dove: 
 
Q : portata liquida del corso d’acqua 
J : pendenza della linea dell’energia 
B : larghezza del corso d’acqua 
Kβ : frazione della classe granulometrica K-esima presente nello strato attivo 
Kd : diametro della frazione granulometrica K-esima 
cα : coefficiente dipendente dalle caratteristiche del corso d’acqua 
Kζ : coefficiente di nascondimento ed esposizione 
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Capitolo 2 Il trasporto solido 
2.1 Introduzione 
Il presente capitolo si sofferma principalmente sulle modalità con cui avviene il trasporto 
solido e verrà fatta una classificazione delle varie formule di trasporto solido longitudinale. 
2.2 Meccanismi del trasporto solido 
Il trasporto di sedimenti consiste in un movimento di particelle solide dovuto principalmente 
ad un’azione combinata della gravità e del fluido con cui vengono mosse. 
Avviene nei sistemi naturali dove le particelle sono rocce clastiche (sabbia, ghiaia e ciottoli), 
argilla o fango, mentre il fluido è generalmente l’acqua, come per i fiumi, i mari e gli oceani. 
Tuttavia può anche essere causato dello scioglimento dei ghiacci e nelle superfici terrestri soggette 
all’azione dei venti. Esistono anche dei casi in cui il trasporto di sedimenti avviene solo per l’effetto 
della forza di gravità come per le frane nelle colline, nelle scarpate e nelle falesie. 
2.2.1 Il trasporto solido fluviale 
Il trasporto solido fluviale appartiene alla categoria dei processi relazionati al movimento 
dell’acqua nei sistemi naturali. A questo fenomeno è collegato il trasporto solido ordinario nei fiumi, 
nei canali, nei flussi generati dallo scioglimento di ghiacciai, nelle inondazioni con 
sovralluvionamento e nei jökulhlaup provocati dalle eruzioni subglaciali. 
Restando in ambito fluviale la dimensione più grande delle particelle trasportate è 
dell’ordine di grandezza delle sabbie o delle ghiaie, ma durante i fenomeni di inondazioni possono 
essere trasportati anche sedimenti di maggiori dimensioni come ciottoli o massi.  
Il trasporto di sedimenti in un corso d’acqua naturale a granulometria estesa può avvenire 
secondo diverse modalità distinguendosi in: 
 
• trasporto di fondo (bed load)  
• trasporto in sospensione (suspended load)  
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• trasporto di dilavamento (wash load) 
  
Il trasporto al fondo riguarda i sedimenti che vengono trasportati dalla corrente fluida 
rimanendo però in contatto con il letto del corso d’acqua, ed il loro moto avviene per rotolamento, 
per scivolamento e/o per saltellamento. Generalmente, il trasporto al fondo è minore in termini 
quantitativi rispetto il trasporto solido complessivo, ma può avere un ruolo preponderante 
nell’evoluzione morfologica delle sponde. 
Il trasporto di fondo è influenzato in parte dall’attrito e dall’abrasione che risulta dalla 
collisione tra le particelle e con la superficie del canale, provocando una conseguente rimozione 
dello strato più superficiale delle stesse ed una conseguente diminuzione progressiva del loro 
diametro. A riguardo si segnala che le particelle di minor diametro sono più facilmente trasportate 
dalla corrente in quanto è minore lo sforzo tangenziale minimo richiesto per mobilitarle.  
Esistono numerose formule sperimentali per descrivere quantitativamente il trasporto solido 
di fondo, nel caso di pezzatura uniforme del materiale costituente il letto del corso d’acqua. Per 
spiegare la natura di tali formule occorre innanzitutto stabilire da quali parametri idraulici la portata 
solida sia maggiormente influenzata. 
Assumendo una granulometria costante delle particelle di sedimento, una grandezza 
significativa è il diametro delle particelle d  e la densità sρ . Il moto della particella è influenzato 
dalla gravità g  e dalla corrente fluida avente velocità u , densità ρ , viscosità ν e tirante idrico h .  
In definitiva la portata solida dipende da sette grandezze dimensionali indipendenti e da tre 
unità di misura per descriverle (lunghezza, tempo e massa). Sfruttando il teorema di Buckingham si 
possono perciò ottenere quattro gruppi adimensionali da cui dipende la portata solida.  
 
d
hh =*  (2.1) 
ν
ud
=Re  (2.2) 
ρ
ρρ −
=∆ s  (2.3) 
dg
uF
∆
=
2
2
 (2.4) 
 
dove: 
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*h  : tirante adimensionale 
Re : numero di Reynolds sedimentologico 
∆ : densità relativa  
F : numero di Froude sedimentologico 
 
oppure introducendo la velocità di attrito: 
 
ghiu == ρτ /* 0  (2.5) 
 
si ottiene: 
 
d
hh =*  (2.6) 
ν
du *
*Re =  (2.7) 
ρ
ρρ −
=∆ s  (2.8) 
dg
uF
∆
=
2
2 *
*  (2.9) 
 
dove: 
 
0τ : sforzo tangenziale al fondo 
 *h  : tirante adimensionale 
Re*: numero di Reynolds sedimentologico 
∆ : densità relativa  
*F : numero di Froude sedimentologico 
 
Si può osservare come ∆  e *F  siano sempre importanti, mentre gli altri parametri sono 
importanti solo quando sono piccoli. Quindi nei casi di diametri sottili in acqua relativamente calma, 
come accade per i fiumi di pianura, *h  può essere trascurato, mentre per fiumi di montagna, dove 
la velocità della corrente è elevata, può essere trascurato Re*. 
In base a quanto stabilito è possibile esprimere la portata solida come funzione di *F  nella 
forma: 
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( )βα 2*F
dg
qs
=
∆
 (2.10) 
 
 
dove: 
 
sq : portata solida  
∆ : densità relativa  
d : diametro della particella di sedimento 
*F : numero di Froude sedimentologico 
α  e β : costanti da determinare 
 
Si osserva che α  e β  dipendono dalla tipologia di fiume in esame, ovvero se si tratta di 
fiumi di montagna le costanti dipenderanno da *h , mentre se si tratta di fiumi di pianura 
dipenderanno da Re*. La formula (2.10) così ottenuta è di tipo monomio, ma esistono formule 
binomie che introducono il concetto dello sforzo tangenziale critico di Shields (Figura 2.1) oppure 
numero di Froude sedimentologico critico, limite oltre il quale le particelle cominciano a muoversi 
sotto l’effetto della corrente fluida. La formula (2.10) viene quindi modificata nel seguente modo: 
 
( )βα 22 ** cs FFdg
q
−=
∆
 (2.11) 
 
dove: 
 
sq : portata solida per unità di larghezza 
∆ : densità relativa  
g : accelerazione di gravità 
d : diametro della particella di sedimento 
*F : numero di Froude sedimentologico 
*cF : numero di Froude sedimentologico critico 
α  e β : costanti da determinare 
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Figura 2.1 – il diagramma di Shields rappresenta lo sforzo tangenziale critico adimensionale in funzione del 
numero di Reynolds 
 
Tornando alla formula (2.10) si può pensare di introdurre le formule della velocità della 
corrente espresse per il moto uniforme come quelle di Chézy o di Strickler: 
 
ihU ⋅= χ  (2.12) 
 
2/12/3 ihKU s=  (2.13) 
 
dove: 
 
U : velocità media della corrente sulla verticale 
h : tirante d’acqua 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
χ : coefficiente di Chézy 
sK : coefficiente di Strickler 
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l’equazione (2.5) con le (2.12) e (2.13) può essere riscritta come segue: 
 
U
g
u
χ
=*  (2.14) 
U
hK
g
u
s
6/1* =  (2.15) 
 
dove: 
 
U : velocità media della corrente sulla verticale 
h : tirante d’acqua 
g : accelerazione di gravità 
χ : coefficiente di Chézy 
sK : coefficiente di Strickler 
 
la (2.10) con l’introduzione della (2.14) o (2.15) diventa: 
 
qp
nm
s dB
iQQ α=  (2.16) 
 
dove: 
 
sQ : portata solida 
Q : portata liquida 
B : larghezza del corso d’acqua 
d : diametro della particella di sedimento 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
qpnm ,,,,α : costanti da determinare 
 
Come si osserva dalla (2.16) la portata solida di fondo è direttamente proporzionale alla 
portata liquida e alla pendenza ed inversamente proporzionale alla larghezza del fondo e al diametro 
dei sedimenti. In altre parole al crescere dello sforzo tangenziale (2.5) aumenta la quantità di 
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sedimenti che può essere mobilitata dalla corrente, e quindi aumenta la portata solida. Inoltre se si 
stringe la larghezza del canale, a parità di portata liquida e pendenza, aumenta il tirante e di 
conseguenza lo sforzo tangenziale. In sostanza la (2.16) corrisponde alla cosiddetta “bilancia di 
Lane“ (1953) che esprime, adottando esponenti pari all’unità, le variazioni di portata solida in 
risposta alle caratteristiche idrauliche e sedimentologiche del corso d’acqua. 
 
Figura 2.2 – la bilancia di Lane (1953) esprime l’equilibrio tra la portata solida, liquida, la pendenza e la 
larghezza del corso d’acqua 
Il trasporto in sospensione consiste nella parte di sedimenti aventi una velocità di caduta 
sufficientemente bassa a tal punto da venire trasportati dalla corrente senza toccare il fondo.  
I sedimenti vengono mantenuti in sospensione per effetto della turbolenza e consistono nelle 
particelle di diametro più piccolo come la sabbia, il limo o l’argilla. 
Il confine tra trasporto di fondo e sospensione non è molto definito in quanto il fatto che una 
particella sia in sospensione o no dipende soprattutto dalla velocità della corrente. È così semplice 
immaginare che una particella faccia parte del trasporto di fondo oppure del trasporto in 
sospensione al variare del flusso nel canale. 
Ricordando l’equazione per il trasporto di un tracciante neutro e considerando un moto 
prevalentemente orizzontale, per cui valgono le seguenti condizioni: 
 
uu s =  (2.17) 
vvs =  (2.18) 
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ss ww −=  (2.19) 
 
dove: 
 
su : velocità della particella di sedimento in direzione x  mediata sulla turbolenza 
sv : velocità della particella di sedimento in direzione y  mediata sulla turbolenza 
sw : velocità della particella di sedimento in direzione z  mediata sulla turbolenza 
u : velocità della corrente in direzione x  mediata sulla turbolenza 
v : velocità della corrente in direzione y  mediata sulla turbolenza 
w : velocità della corrente in direzione z  mediata sulla turbolenza 
 
si ottiene: 
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2
2
2
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T
s ε  (2.20) 
 
dove: 
 
sw : velocità della particella di sedimento in direzione z  mediata sulla turbolenza 
u : velocità della corrente in direzione x  mediata sulla turbolenza 
v : velocità della corrente in direzione y  mediata sulla turbolenza 
c : concentrazione dei sedimenti sospesi mediata sulla turbolenza 
Tε : coefficiente di diffusione turbolenta 
 
considerando un moto piano uniforme la (2.20) si semplifica come segue: 
 
( ) 0=





∂
∂
+
∂
∂
c
z
wc
z
Ts ε  (2.21) 
 
dove: 
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sw : velocità della particella di sedimento in direzione z  mediata sulla turbolenza 
c : concentrazione dei sedimenti sospesi mediata sulla turbolenza 
Tε : coefficiente di diffusione turbolenta 
 
il termine tra parentesi rappresenta il flusso verticale netto. In condizioni di equilibrio tale flusso 
deve essere nullo per cui si ottiene: 
 
( )c
z
wc Ts ε∂
∂
+ =0 (2.22) 
 
dove: 
 
sw : velocità della particella di sedimento in direzione z  mediata sulla turbolenza 
c : concentrazione dei sedimenti sospesi mediata sulla turbolenza 
Tε : coefficiente di diffusione turbolenta 
 
la (2.22) porge la seguente soluzione: 
 
( ) 





−=
T
s zwczc
ε
exp0  (2.23) 
 
dove: 
 
c : concentrazione dei sedimenti sospesi mediata sulla turbolenza 
0c : concentrazione dei sedimenti sospesi al fondo 
sw : velocità della particella di sedimento in direzione z   
Tε : coefficiente di diffusione turbolenta 
 
Questa equazione è anche conosciuta come la soluzione di Lane. Tuttavia esistono soluzioni più 
accurate che considerano Tε  non costante come la soluzione di Rouse: 
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( ) *0 /1
/
/
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ha
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



−
⋅
−
=  (2.24) 
 
dove: 
 
c : concentrazione dei sedimenti sospesi mediata sulla turbolenza 
0c : concentrazione dei sedimenti sospesi al fondo 
sw : velocità della particella di sedimento in direzione z  
*u : velocità di attrito 
h : tirante d’acqua 
a : spessore del sottostrato limite laminare 
k : costante di Von Karman 
 
Il trasporto di dilavamento è la parte di sedimenti trasportata dalla corrente che rimane 
sempre in prossimità della superficie libera. La composizione del trasporto di dilavamento è ben 
distinta perché quasi interamente costituita da materiale assente nel fondo del corso d’acqua. 
Generalmente le particelle in questione tendono ad essere molto piccole come l’argilla e il limo ma 
anche alcune sabbie fini.  
Una più precisa distinzione tra le varie modalità di trasporto solido può esser fatta in base al 
numero di Rouse, che esprime il rapporto tra la velocità di caduta di una particella in acqua ferma e 
la velocità di mescolamento turbolenta: 
 
*
uk
w
R s
⋅
=  (2.25) 
 
dove: 
 
sw : velocità di caduta della particella in acqua ferma 
*
u  : velocità di attrito  
k è la costante di Von Karman che vale 0.4.  
 
La seguente tabella fornisce la classificazione delle varie modalità di trasporto in funzione 
del numero di Rouse. 
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Modalità di trasporto Numero di Rouse 
Inizio del moto R<7.5 
fondo 2.5 <R<7.5 
sospensione: 50% sospeso 1.2<R<2.5 
sospensione: 100% sospeso 0.8<R<1.2 
dilavamento R<0.8 
Oltre alla precedente distinzione tra le varie modalità di trasporto esistono anche altri effetti 
presenti nei corsi d’acqua naturali controllati dalla non-uniformità della granulometria, come per 
esempio: 
 
• corazzamento del fondo (armoring) 
• pavimentazione del fondo (pavement) 
• distinzione tra la composizione del materiale del fondo e quello trasportato 
 
Il corazzamento del fondo avviene quando la corrente fluida rimuove il materiale più fino e 
rimane solamente il materiale più grosso. Secondo la bilancia di Lane, se aumenta la capacità di 
trasporto della corrente o diminuisce la quantità di materiale trasportato, il corso d’acqua reagisce 
aumentando il diametro dei sedimenti. Questo effetto si può osservare, per esempio, a valle di una 
diga.  
La pavimentazione del fondo è quella caratteristica che si osserva sia nei corsi d’acqua 
naturali che nei canali di laboratorio, per cui lo strato superficiale del fondo è caratterizzato da 
materiale più grossolano rispetto lo strato sottostante (substrato). 
La distinzione tra materiale di fondo e materiale trasportato si può osservare comunemente 
nei corsi d’acqua in quanto il materiale che compone il fondo risulta più grossolano rispetto il 
materiale trasportato. Questo si può spiegare anche attraverso la bilancia di Lane osservando che 
minore è il diametro dei sedimenti e maggiore è il trasporto solido. Il diametro è un misuratore della 
mobilità intrinseca delle particelle, ovvero le particelle di minor diametro si muovono più 
velocemente rispetto le particelle più grosse. Questo effetto è però mitigato da un altro fenomeno 
definito come nascondimento ed esposizione descritto da Parker e Klingeman (1982), in cui le 
particelle di diametro maggiore esercitano un’azione di protezione nei confronti delle particelle di 
minor diametro. Il risultato è che le particelle più fini vengono rallentate da quelle più grosse, 
mentre quelle maggiori, essendo più esposte, viaggiano più velocemente. 
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Questo fenomeno può essere descritto introducendo dei coefficienti correttivi nelle formule 
di trasporto solido, che prendono il nome di coefficienti di esposizione e protezione (hiding and 
exposure coefficients) così la (2.16) diventa: 
 
ξα qp
nm
s dB
iQQ =  (2.26) 
 
dove: 
 
sQ : portata solida 
Q : portata liquida 
B : larghezza del corso d’acqua 
d : diametro della particella di sedimento 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
qpnm ,,,,α : costanti da determinare 
ξ : coefficiente di esposizione e protezione 
 
È possibile, a questo punto, immaginare di suddividere i sedimenti trasportati in classi 
granulometriche, ciascuna delle quali presenti secondo una certa percentuale iβ  rispetto il totale. 
La portata solida (2.26), riferita a ciascuna classe granulometrica, può essere riscritta come 
segue: 
 
iq
i
p
nm
isi dB
iQQ ξαβ=  (2.27) 
 
dove: 
 
siQ : portata solida della frazione granulometrica i-esima 
Q : portata liquida 
B : larghezza del corso d’acqua 
id : diametro medio dei sedimenti della frazione granulometrica i-esima 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
qpnm ,,,,α : costanti da determinare 
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iξ : coefficiente di esposizione e protezione della frazione granulometrica i-esima 
iβ : percentuale della frazione granulometrica i-esima rispetto il totale 
 
il coefficiente di esposizione e protezione può essere espresso come segue: 
 
s
i
i d
d






=ξ  (2.28) 
 
dove: 
 
id : diametro medio dei sedimenti della frazione granulometrica i-esima 
d : diametro medio complessivo dei sedimenti 
 
Si osserva che quando 10 == is ξ  e i sedimenti si muovono indipendentemente gli uni 
dagli altri (concetto di mobilità intrinseca). 
Quando 10 >>> ii dds ξ  i sedimenti più grossi si muovono più velocemente e viceversa 
i più piccoli meno velocemente. 
Quando qs =  la formula (2.27) risulta indipendente da id  perciò i sedimenti viaggiano tutti 
alla stessa velocità indipendentemente dalla loro grandezza (concetto di ugual mobilità o equal-
mobility introdotto da Parker (1982). 
2.2.2 Il trasporto eolico 
Con il termine eolico si intende il trasporto di sedimenti che avviene per mezzo del vento. 
Questo processo porta alla formazione delle dune di sabbia e delle increspature. Un valore tipico 
della dimensione delle particelle di sabbia in questione non supera il millimetro di diametro (sabbia 
fine), in quanto il vento è un fluido a bassa densità e viscosità e non può esercitare uno sforzo 
tangenziale molto grande sulla superficie, se confrontato, per esempio, con l’acqua. Peraltro il 
sollevamento e il trasporto dei sedimenti è favorito dal ‘bombardamento’ delle stesse particelle che 
cadono sul fondo. 
Il trasporto di sedimenti di tipo eolico è comune nelle spiagge e nelle regioni aride della 
Terra, dove l’assenza di vegetazione non impedisce la presenza, e il movimento, delle particelle di 
sabbia. 
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Le correnti di vento sono capaci di sollevare le polveri fino alla parte più alta dell’atmosfera 
e di trasportarle a notevoli distanze dal luogo d’origine. E’ accaduto infatti che le polveri 
provenienti dal deserto del Sahara si siano depositate nelle Isole Canarie e nei Caraibi, mentre le 
polveri del deserto del Gobi abbiano raggiunto l’ovest degli Stati Uniti. 
2.2.3 Il trasporto costiero 
Il trasporto di sedimenti costiero avviene negli ambienti prossimi alla costa ed è dovuto al 
moto ondoso ed alle correnti. Alla foce dei fiumi il trasporto fluviale e quello costiero si uniscono 
creando il delta dei fiumi. Questa tipologia di trasporto è responsabile della morfologia delle coste 
come le spiagge e i lidi. 
2.2.4 Il trasporto glaciale 
Dal momento in cui avviene lo smottamento di un ghiacciaio avviene anche un trasporto di 
materiale solido di ogni dimensione. I ghiacciai possono trasportare i materiali di dimensioni 
maggiori per cui le aree dei depositi glaciali spesso contengono un gran numero di massi erratici, 
molti dei quali hanno la dimensione di svariati metri. I ghiacciai nel tempo polverizzano le rocce, 
per il fenomeno del crioclastismo, e le trasformano nella cosiddetta “farina di roccia” che è così 
fina che può essere trasportata dai venti e creare le löss centinaia di chilometri più a valle, ovvero 
dei depositi di sedimenti formati dal trasporto eolico. 
I sedimenti trasportati dai ghiacciai spesso si muovono lungo i canali di flusso ed appaiono 
in superficie delle zone di ablazione. 
2.2.5 I movimenti franosi 
In questo caso il trasporto solido è dovuto ad una varietà di processi in grado di far muovere 
la regolite, ovvero materiale eterogeneo derivante dalla disgregazione delle rocce, lungo un versante 
di un pendio per effetto della gravità. Questi processi sono correlati al soil creep, cioè la lenta 
deformazione della roccia o del suolo per effetto di una modesta pendenza, al tree throw, cioè alle 
cavità create dall’apparato radicale delle piante, oppure alle tane scavate dagli animali, ed infine ai 
movimenti franosi. 
Questi processi generalmente si combinano per dare al pendio un profilo riconducibile alla 
soluzione dell’equazione di diffusione, dove il coefficiente di diffusione è relazionato alla facilità di 
trasporto di un particolare pendio. Per questa ragione le creste dei rilievi montuosi hanno un profilo 
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parabolico con concavità verso l’alto che si trasforma in un profilo con concavità verso il basso in 
corrispondenza delle valli. 
All’aumentare della pendenza il fenomeno di trasporto è sempre più riconducibile ad un 
movimento franoso. Comunque il processo è meglio descritto da una equazione di diffusione non 
lineare in cui il coefficiente di diffusione tende all’infinito quando l’angolo di inclinazione del 
pendio tede al valore di riposo. 
2.3 Formule di trasporto solido 
Le formule di trasporto solido sono state oggetto di classificazione da diversi autori. È 
possibile ricordare, a titolo di esempio, la trattazione fornita dall’ “Erosion and sedimentation 
manual “ a cura dell’U.S.B.R. (2006), oppure Talukdar et al. (2012) in cui i differenti approcci per 
definire il trasporto solido di fondo sono stati classificati come segue: 
 
• approccio dello sforzo tangenziale 
• approccio della pendenza della linea dell’energia 
• approccio della portata liquida 
• approccio probabilistico 
• approccio dell’ugual mobilità 
 
I primi approcci, ed i più popolari, si basano sul valore critico di variabili come lo sforzo 
tangenziale, l’energia di dissipazione della particella, la portata o la velocità. 
Questi approcci assumono l’assenza di trasporto finché il valore della variabile considerata non 
supera il corrispondente valore critico. 
Ci sono stati numerosi studi basati su questo concetto, compiuti sia su canali naturali che in 
canali di laboratorio, ed è presente in letteratura un elevato numero di relazioni sperimentali. L’uso 
di queste equazioni dipende però dalle condizioni entro cui sono state ricavate. 
Gli altri approcci si basano sulla probabilità di movimento del materiale al fondo (Einstein, 
1950). Comunque il livello di complessità  di questi metodi comporta una difficile applicazione a 
riguardo dei canali naturali (Yang, 1996). 
Sono stati formulati un gran numero di modelli che descrivono il trasporto al fondo, come 
per esempio quello di Meyer-Peter e Müller (1948), Bagnold (1956, 1966), Einstein (1950), Yalin 
 24 
(1963), Chang et al. (1967). Altri autori che possono essere menzionati sono Engelund e Hansen 
(1967), Akers e White (1973), Engelund e Fredsøe (1976) e Van Rijn (1984). 
Mahmood (1980) ha comparato tra loro dodici funzioni per studiarne l’accuratezza. Il 
paragone si basava su un campo di 97 misurazioni di sedimenti e di variabili idrauliche del fiume 
Missouri. Comparando i risultati, Mahmood (1980) ha rilevato che con i dati a quel tempo 
disponibili, il metodo Toffaleti (1968) restituiva i risultati migliori.  
Bathurst et al. (1987) hanno verificato l’applicazione di 6 formule per il trasporto solido al 
fondo nei fiumi di montagna a pendenza elevata. Hanno concluso che la portata solida più 
attendibile era quella formita dalla relazione di Schoklitsh (1934). 
Gomez e Church (1989) hanno utilizzato un set di 410 prove per testare 12 equazioni di 
trasporto solido per canali a fondo ghiaioso ed hanno concluso che nessuna delle formule testate ha 
dato risultati attendibili a causa della complessità del fenomeno. Hanno però notato che le formule 
che danno risultati migliori sono quelle basate sulla dissipazione dell’energia della particella, come 
quella di Einstein (1950) e di Parker et al. (1982). 
Reid et al (1996) hanno verificato alcune formule nel deserto del Negev in Israele ed hanno 
trovato che la formula di Meyer - Peter e Müller (1948) e Parker (1990) hanno dato i risultati 
migliori, ciò dipendendo anche dal fatto di aver considerato solo fiumi a fondo ghiaioso. 
Almedeij e Diplas (2003) hanno considerato la formula di Meyer - Peter e Müller (1948), Einstein 
(1950) , Parker (1979) e Parker (1992) su tre fiumi naturali a fondo ghiaioso usando un totale di 
174 osservazioni sperimentali. Hanno riscontrato che tali formule davano risultati con accuratezza 
diversa al variare del sito di rilevamento. 
Bravo-Espinosa et al. (2003) hanno accertato che le equazioni di Parker (1982) e Meyer - 
Peter e Müller (1948) sono le più affidabili. 
In conclusione si può dire che sebbene siano disponibili un gran numero di dati e di 
osservazioni, sia su canali naturali, che su canali di laboratorio, risulta comunque difficile trovare 
buoni dati con cui calibrare le formule di trasporto solido. 
Per condurre le analisi sono preferibili i canali di laboratorio a causa del maggior controllo 
delle caratteristiche idrauliche e del materiale del fondo (Cheng e Stone, 2008). Invece le 
misurazioni sul campo includono molti fattori complicati come misurazioni della granulometria del 
materiale del fondo, la geometria non uniforme del canale, e la variabilità del flusso che influenzano 
la qualità dei dati rilevati. 
È quindi molto difficile misurare accuratamente il flusso solido e al momento non esiste una 
formula universale che descriva univocamente il fenomeno (Reid et al., 1996). 
 25 
Einstein (1950) ha affermato a proposito che il moto di sedimenti e il comportamento dei 
fiumi sono fenomeni naturali complessi che coinvolgono un gran numero di variabili. 
Oltre agli approcci accennati precedentemente è possibile approfondire ulteriormente la 
distinzione evidenziando la variabile critica in esame, il già citato Mahmood (1980) ha classificato 
le formule di trasporto, distinguendo le sei famiglie di approcci che verranno elencate di seguito. 
2.3.1 Approccio dello sforzo tangenziale 
L’assunzione alla base della teoria è che, quando le condizioni di flusso verificano il criterio 
del movimento incipiente, le particelle di sedimento poste sul fondo iniziano a muoversi. Il 
trasporto delle particelle sul fondo è funzione della forza esercitata dal fluido per unità di area (la 
forza di resistenza tra il fluido e la particella e lo sforzo tangenziale) agente sul fondo. Il moto 
incipiente delle particelle avviene quando il parametro di Shields è maggiore del valore critico. Tali 
parametri possono essere espressi nel modo seguente: 
 
( )ds γγ
τθ
−
=  (2.29) 
 
( )ds
c
c γγ
τθ
−
=  (2.30) 
 
dove: 
 
τ  : sforzo tangenziale  
cτ  sforzo tangenziale critico 
γ : peso specifico del fluido 
sγ : peso specifico del sedimento 
d : diametro medio dei sedimenti 
 
Shields (1936) è stato il primo a definire lo sforzo tangenziale incipiente con cui le particelle 
sul fondo sono sul punto di muoversi per mezzo di un flusso unidirezionale. La formula che 
consente di determinare lo sforzo tangenziale critico è stata formulata come: 
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dove: 
 
q : portata fluida per unità di larghezza,  
bq  : la portata solida al fondo per unità di larghezza  
i  : pendenza del corso d’acqua 
2.3.2 Approccio della pendenza della linea dell’energia 
Il fenomeno del trasporto di sedimenti è il risultato dell’interazione di molti parametri fisici 
che possono essere considerati uno funzione dell’altro. Un esempio è lo sforzo di tangenziale che 
dipende direttamente dalla pendenza e dalla scabrezza del fondo. L’approccio della pendenza della 
linea dell’energia mette quindi in evidenza queste due grandezze che intervengono nella 
determinazione dello sforzo tangenziale. Una delle formule maggiormente utilizzata negli 
esperimenti di laboratorio, e nelle elaborazioni numeriche, è la formula di Meyer - Peter e Müller 
(1948). Essa permette di stimare la portata solida al fondo di un canale a cielo aperto in funzione 
dell’eccesso (rispetto il suo valore critico) dello sforzo tangenziale esercitato dalla corrente. La 
formula di Meyer - Peter e Müller (1948) è espressa come: 
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dove: 
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ui
s
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d
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6/1
90
26
d
K r =  (2.36) 
 
dove: 
 
i  : pendenza del corso d’acqua 
ri : perdita di energia dovuta alla resistenza del grano 
sK : coefficiente di scabrezza di Strickler 
rK : coefficiente di scabrezza di Müller 
90d  : diametro del passante 90% 
γ : peso specifico del fluido 
sγ : peso specifico del sedimento 
2.3.3 Approccio della portata liquida 
Sckoklitsh (1934) ha asserito che l’utilizzo del tirante d’acqua nella relazione dello sforzo 
tangenziale non è appropriato per la determinazione del moto incipiente nel caso di canali naturali 
con pendenze elevate. Lo stesso autore ha suggerito inoltre che risultati migliori si sarebbero 
ottenuti con l’utilizzo di una portata specifica formulata come segue: 
 
( )cb qqiq −⋅= 2/32500  (2.37) 
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dove: 
 
bq : portata solida di fondo 
cq  : portata critica con cui i sedimenti cominciano a muoversi.  
i  : pendenza del corso d’acqua 
d : diametro medio dei sedimenti 
γ : peso specifico del fluido 
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sγ : peso specifico del sedimento 
2.3.4 Approccio probabilistico 
Un cambiamento più radicale per quanto riguarda la previsione del trasporto solido al fondo 
è stato proposto da Einstein (1942, 1950) che ha presentato una formula basata sul concetto di 
probabilità. Einstein (1942) ha affermato che una particella di sedimento si muove se la forza di 
sollevamento idrodinamica eccede il peso immerso della particella stessa. Dal momento in cui la 
particella è in moto la probabilità che la stessa si depositi nuovamente è assunta uguale per ogni 
punto del fondo. Inoltre la distanza media di percorrenza di ogni particella che si muove al fondo è 
assunta costante. 
Perciò Einstein (1942) ha ottenuto una relazione tra il parametro del trasporto di fondo φ  
con il parametro di flusso ψ  definito come: 
 
( )
τ
γγψ ds −=  (2.39) 
 
dove: 
 
τ : sforzo tangenziale 
d : diametro medio dei sedimenti 
γ : peso specifico del fluido 
sγ : peso specifico del sedimento 
 
Più tardi Brown (1950) ha modificato la formula di Einstein (1942) per dare la meglio nota 
formula di Brown – Einstein espressa come segue: 
 
( )[ ] 2/13dgK
q
s
b
γγ
φ
−
=  (2.40) 
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dove: 
 
bq : portata solida di fondo 
d : diametro medio dei sedimenti 
γ : peso specifico del fluido 
sγ : peso specifico del sedimento 
ν : viscosità cinematica 
g : accelerazione di gravità 
 
Il parametro K tiene conto della velocità di caduta della particella di sedimento. Quando 5.5≤ψ , 
3/40 ψφ =  e per 5.5>ψ , ( )ψφ 39.0exp15.2 −= . 
2.3.5 Approccio di regressione 
La limitazione di definire complessi fenomeni mediante precise formulazioni matematiche 
che governano il trasporto di fondo, hanno condotto i ricercatori ad usare la seguente relazione: 
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γγγ
γγγ  (2.42) 
 
dove: 
 
bq : portata solida di fondo 
d : diametro medio dei sedimenti 
γ : peso specifico del fluido 
sγ : peso specifico del sedimento 
h : tirante d’acqua 
g : accelerazione di gravità 
u : velocità della corrente 
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2.3.6 Approccio di ugual mobilità 
Sulla base degli esperimenti condotti in Oak Creek (Milhous, 1973) Parker et al. (1982) 
hanno introdotto il concetto di uguale mobilità (equal-mobility) che stabilisce che le condizioni di 
moto incipiente per ogni frazione di sedimento è indipendente dalla dimensione del grano. Come 
conseguenza dell’equal-mobility la portata solida al fondo può essere calcolata mediante un unico 
diametro rappresentativo (Parker et al.,1982) espresso come: 
 
g
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−
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ρ
ρ
 (2.43) 
 
dove: 
 
*W : frazione di sedimenti trasportata  
*
u : velocità di attrito  
ρ : densità del fluido 
sρ : densità del sedimento 
g : accelerazione di gravità 
 
*W  assume valori diversi al variare del rapporto cθθθ /50 =  
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Capitolo 3 Sezione trasversale fluviale di equilibrio 
3.1 Introduzione 
Nel presente capitolo verrà affrontato il problema della determinazione della sezione di 
equilibrio, che si verifica a lunga scala di tempo, relativa ai corsi d’acqua. Per definizione (Lane, 
1955) la sezione di equilibrio di un corso d’acqua si verifica quando le sponde ed il fondo non sono 
erosi in modo significativo dalla corrente fluida. Non si registrano inoltre significativi depositi di 
sedimenti. 
3.2 Relazioni empiriche 
La geometria di una sezione consiste nella sua larghezza, profondità, lunghezza dei meandri, 
mentre le variabili idrauliche sono la pendenza media, l’attrito medio al fondo, la velocità media per 
una determinata portata d’acqua e di sedimenti e le specifiche condizioni al contorno. 
Leopold e Maddock (1953) hanno espresso le relazioni della geometria idraulica con delle 
funzioni di potenza della portata della forma: 
 
baQB =  (3.1) 
fcQh =  (3.2) 
mkQV =  (3.3) 
 
dove: 
 
B : larghezza del canale 
h : la profondità del canale 
V : velocità della corrente 
Q : portata liquida 
mkfcba ,,,,, : parametri da determinare 
 
in aggiunta si possono calcolare anche le seguenti grandezze: 
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pNQn =  (3.4) 
ysQi =  (3.5) 
 
dove: 
 
n : coefficiente di scabrezza di Manning 
i : pendenza del canale 
sN , : parametri da determinare 
 
Le variabili idrauliche quali la larghezza, la profondità e la velocità soddisfano l’equazione di 
continuità che per un canale rettangolare diventa: 
 
BhVQ =  (3.6) 
 
perciò, i coefficienti e gli esponenti delle precedenti relazioni soddisfano le seguenti condizioni: 
 
1=ack  (3.7) 
1=++ mfb  (3.8) 
 
Il primo tipo di analisi è stato condotto da Leopold e Maddock (1953)e Wolman (1955) che 
hanno espresso un set di relazioni simili alle precedenti per relazionare le variabili idrauliche con la 
portata media. 
Il secondo tipo di analisi consiste nell’individuare le modifiche della geometria originale per 
una particolare portata di riferimento con una data frequenza. È implicito nel metodo considerare 
una appropriata portata di riferimento che risulti dominate nella modifica della geometria. 
Le relazioni descritte sono di grande praticità nella previsione delle variazioni geometriche e 
quindi per il progetto di canali stabili, nei lavori di controllo della portata liquida, negli schemi di 
irrigazione e nei lavori per il miglioramento di un corso d’acqua. 
Secondo Langbein (1964), Langbein e Leopold (1964), Yang et al. (1981) il valore medio 
delle variabili idrauliche segue necessarie leggi idrauliche ed il principio della minima dissipazione 
idraulica. Come conseguenza questi valori medi delle variabili sono funzionalmente correlati e 
corrispondono allo stato di equilibrio di un canale. 
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Knighton (1977) ha osservato che una sezione trasversale di un corso d’acqua subisce dei 
cambiamenti e nel breve termine tende a raggiungere una condizione di “quasi-equilibrio” in 
relazione alla portata di regime e alle condizioni al contorno. Le variazioni più marcate della forma 
del canale possono avvenire in tempi brevi in assenza di flussi e con resistenza della sponda 
eccezionalmente elevati. Questo suggerisce che l’approccio alla condizione di “quasi-equilibrio” o 
dello stabilirsi di una nuova configurazione di equilibrio è relativamente rapida. 
Pont (1972) ha scoperto che la geometria idraulica dei bacini dei fiumi Green e Birkenhood 
nel British Columbia in Canada si discosta significativamente dai risultati precedenti attribuendo il 
fatto alle recenti glaciazioni dell’area ed al condizionamento che le caratteristiche glaciali hanno sui 
fiumi. L’autore ha concluso quindi che la condizione di equilibrio non è stata determinata. 
Heede (1972) ha condotto delle ricerche a riguardo dell’influenza che ha la vegetazione sulla 
geometria idraulica dei fiumi montani ed ha riscontrato che è stata raggiunta una condizione di 
equilibrio dinamico. 
Nelle tabelle che seguono sono stati proposti i valori dei parametri delle formule precedenti. 
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3.3 Soluzioni “fisicamente basate” 
Come vedremo in dettaglio nel seguito, l’ipotesi fondamentale per le prime impostazioni 
delle trattazioni “fisicamente basate” (discusse nei paragrafi 3.3.1 – 3.3.4) consiste nell’assumere le 
condizioni di movimento incipiente per tutti i punti della sezione. Differiscono da tale impostazione 
quelle sviluppate successivamente, basate sulla condizione di trasporto trasversale nullo (paragrafo 
3.3.5) e quella sviluppata nella presente tesi (3.3.6) basata sull’ipotesi di concentrazione uniforme 
sulla sezione. 
Il moto incipiente è importante per lo studio del trasporto di sedimenti, l’erosione del canale 
e il progetto della sezione stabile di un canale. A causa della natura stocastica del moto dei 
sedimenti lungo il letto di un fiume è difficile definire con precisione a quale particolare condizione 
di flusso la particella comincerà a muoversi. Di conseguenza dipende in misura più o meno 
rilevante da quale definizione di movimento incipiente viene attribuita dai ricercatori. Essi 
normalmente usano la terminologia di “moto iniziale della particella”, “moto di più particelle 
aggregate” , “assenza di movimento” o “moto in condizioni critiche”. Nonostante le diverse 
definizioni, sono stati compiuti significanti progressi sia teorici che sperimentali. 
La seguente Figura 3.1 mostra le forze agenti su una particella di sedimento sferica deposta 
sul fondo di un corso d’acqua. Per la maggior parte di fiumi naturali, le pendenze sono 
sufficientemente piccole da poter assumere che la componete della forza gravitazionale in direzione 
del flusso trascurabile rispetto le altre forze agenti sulla stessa particella. 
Le forze considerate sono la forza di Drag, la forza di sollevamento, il peso immerso, e la 
forza d’attrito. Una particella di sedimento è in condizione di moto incipiente quando almeno una 
delle seguenti condizioni è soddisfatta: 
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SL WF =  (3.9) 
RD FF =  (3.10) 
RO MM =  (3.11) 
 
dove: 
 
OM : momento ribaltante dovuto alla DF  e LF  
RM : momento resistente dovuta alla RF  e SW  
 
 
Figura 3.1 – forze agenti su una particella di sedimento (Yang, 1973) 
 
3.3.1 Soluzione di Lacey (1930) 
Uno dei primi metodi per determinare il profilo della sezione stabile di un corso d’acqua è 
stata formulata da Lacey negli anni trenta e si basa sull’equilibrio di una particella in condizioni di 
moto incipiente. 
Lo sforzo tangenziale di un elemento del fondo è esprimibile come segue: 
 
φγγτ cos
22
⋅=
+
= hi
dzdy
dyhi  (3.12) 
 40 
 
 
dove: 
 
γ : peso specifico del fluido 
h : tirante d’acqua 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
φ : angolo di inclinazione rispetto il piano orizzontale 
y : coordinata trasversale 
z : coordinata verticale 
 
assumendo lo sforzo tangenziale appena ricavato pari al valore critico su tutta la sponda secondo 
l’espressione: 
 
2/1
2
2
0 tan
tan1cos 











−=
ϕ
φφττ cc  (3.13) 
 
dove: 
 
c0τ : sforzo tangenziale critico al centro del corso d’acqua 
φ : angolo di inclinazione rispetto il piano orizzontale 
ϕ  : angolo a riposo del terreno costituente la sponda 
 
si ottiene: 
 
2/1
2
2
0 tan
tan1cos 











−=
ϕ
φφγγ ihhi  (3.14) 
 
dove: 
 
γ : peso specifico del fluido 
h : tirante d’acqua 
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0h : tirante d’acqua al centro del corso d’acqua 
φ : angolo di inclinazione rispetto il piano orizzontale 
ϕ  : angolo a riposo del terreno costituente la sponda 
 
assumendo: 
 
φtan=
dy
dz
 (3.15) 
 
dove: 
 
z : coordinata verticale 
y : coordinata trasversale 
φ : angolo di inclinazione rispetto il piano orizzontale 
 
si ottiene: 
 
0tantan 22
2
0
2
=−





+




 ϕϕ
h
h
dy
dz
 (3.16) 
 
dove: 
 
z : coordinata verticale 
y : coordinata trasversale 
h : tirante d’acqua 
0h : tirante d’acqua al centro del corso d’acqua 
ϕ  : angolo a riposo del terreno costituente la sponda 
 
che porge la seguente soluzione: 
 



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

= y
hh
h
00
tan
cos
ϕ
 (3.17) 
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dove: 
 
h : tirante d’acqua 
0h : tirante d’acqua al centro del canale 
φ : angolo di inclinazione rispetto il piano orizzontale 
ϕ  : angolo a riposo del terreno costituente la sponda 
y : coordinata trasversale 
 
Dalla presente formula si deduce che la forma del canale stabile nell’ipotesi di movimento 
incipiente della particella di sedimento è di forma sinusoidale.  
La larghezza della sponda nella condizione di equilibrio incipiente si determina imponendo 
il valore nullo all’espressione precedente. Si ottiene quindi: 
 
ϕ
pi
tan2
0hBs =  (3.18) 
 
3.3.2 Soluzione di Parker (1978) 
Questo metodo consiste nell’equilibrio delle forze agenti su una particella in condizioni di 
moto incipiente. È anche conosciuto con il nome di “metodo del tirante verticale” in quanto le 
espressioni che seguiranno contengono il tirante d’acqua misurato lungo la verticale. 
Il presente metodo prende in considerazione un corso d’acqua a sezione simmetrica in cui le 
sponde si uniscono molto gradualmente al fondo, ed in corrispondenza del quale il tirante idrico è 
0h . 
Si considerano le forze applicate alla particella di sedimento giacente sulla sponda inclinata 
di un angolo φ  rispetto il piano orizzontale. Queste forze sono la componente della forza di gravità 
orientata lungo la sponda, la resistenza di attrito della particella, la forza di Drag e la forza di 
sollevamento dovute al flusso della corrente attorno alla particella. 
Indicando con{ }321 ,, eee  il set di versori di una terna di riferimento ortogonale in cui e1 è 
orientato in direzione longitudinale e tangente al fondo del corso d’acqua, 2e  è orientato in 
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direzione trasversale e tangente al fondo, mentre 3e  è orientato in direzione normale al fondo. Le 
particelle di sedimento sono spinte in direzione longitudinale dallo sforzo tangenziale esercitato dal 
fluido, in direzione trasversale dalla forza di gravità (questa analisi trascura le correnti secondarie). 
Il vettore dello sforzo effettivo tangente al fondo è esprimibile come: 
 
( ) 21 sin1 edpeT cET φγατ −∆−=  (3.19) 
 
dove: 
 
cτ : sforzo tangenziale critico 
∆ : peso specifico immerso 
γ : peso specifico del fluido 
p : porosità del materiale costituente il fondo 
d : diametro della particella di sedimento 
φ : angolo di inclinazione della sponda rispetto il piano orizzontale 
α : rapporto tra lo sforzo tangenziale e lo sforzo tangenziale critico: 
cττα /=  
 
mentre lo sforzo tangenziale normale al fondo è: 
 
( )[ ] 3cos1 edpT cEN αβτφγ −−∆−=  (3.20) 
 
dove: 
 
cτ : sforzo tangenziale critico 
∆ : peso specifico immerso 
γ : peso specifico del fluido 
p : porosità del materiale costituente il fondo 
d : diametro della particella di sedimento 
φ : angolo di inclinazione della sponda rispetto il piano orizzontale 
β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
α : rapporto tra lo sforzo tangenziale e lo sforzo tangenziale critico: 
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cττα /=  
 
La condizione affinché si verifichi il moto incipiente è che la resistenza di attrito di Coulomb bilanci 
lo sforzo tangenziale: 
 
ENET TT µ=  (3.21) 
 
essendo al centro 0=y , 0=φ , la relazione precedente fornisce il valore dello sforzo tangenziale 
critico al centro della sezione: 
 
( )
( ) d
p
c ∆+
−
= γ
µβα
µ
τ
1
1
0  (3.22) 
 
dove: 
 
∆ : peso specifico immerso 
γ : peso specifico del fluido 
p : porosità del materiale costituente il fondo 
d : diametro della particella di sedimento 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
α : rapporto tra lo sforzo tangenziale e lo sforzo tangenziale critico: 
cττα /=  
 
oppure in termini di sforzo tangenziale di Shields: 
 
( )
( )µβα
µ
τ
+
−
=
1
1
* 0
p
c  (3.23) 
 
dove: 
 
p : porosità del materiale costituente il fondo 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
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β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
α : rapporto tra lo sforzo tangenziale e lo sforzo tangenziale critico: 
cττα /=  (3.24) 
 
Per sedimenti granulari è possibile assumere 84.0=µ  corrispondente ad un angolo di riposo 
pari a 40°, ed un appropriato valore 35.0=p . Il valore di α  corrispondente a 0*τ =0.03 si 
dimostra essere 10.06. 
Lo sforzo tangenziale misurato in direzione verticale può essere scritto come segue: 
 
φγτ cos⋅⋅⋅= ih  (3.25) 
 
dove: 
 
φ : angolo di inclinazione della sponda rispetto il piano orizzontale 
h : tirante d’acqua misurato al centro dell’elemento infinitesimo del fondo 
i : pendenza longitudinale del canale 
 
rimaneggiando la (3.21) con la (3.24) e la (3.25) e ricordando che dydh /tan −=φ si ottiene: 
 
2
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h
dy
dh
h
h β
µ
µβµ
µ
µβ
 (3.26) 
 
dove: 
 
h : tirante d’acqua  
0h : tirante d’acqua al centro della sezione 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
 
introducendo le due condizioni al contorno: 
 
( ) 00 hyh ==  (3.27) 
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( ) 02/ == Byh  (3.28) 
 
la soluzione della (3.26) diventa: 
 








−







+
−
−
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µβ
µβµ
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1
cos
1
1
h
y
h
h
 (3.29) 
 
dove: 
 
h : tirante d’acqua  
0h : tirante d’acqua al centro del canale 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
 
Il tirante d’acqua al centro della sezione per una sezione in condizioni di equilibrio 
incipiente può essere determinato imponendo che lo sforzo tangenziale, in corrispondenza del punto 
d’unione tra la sponda e la parte centrale, sia pari al valore critico. Ricordando l’espressione dello 
sforzo tangenziale si ottiene: 
 
d
ih
c ∆
=
0
*τ  (3.30) 
 
da cui, invertendo la formula: 
 
i
dh c
∆
= *0 τ  (3.31) 
 
Si osserva che il tirante al centro della sezione appena determinato è valido anche per la 
soluzione di Lane (3.17), in quanto l’ipotesi di partenza consisteva nell’imporre su tutta la sezione 
lo sforzo tangenziale pari al valore critico. 
Il valore dello sforzo tangenziale critico è dipendente dal numero di Reynolds della particella 
come indicato dal diagramma di Shields. La relazione tra lo sforzo tangenziale critico di Shields e il 
numero di Reynolds della particella può essere determinata dall’equazione proposta da Brownlie 
(1981): 
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( )6.06.0 77.17exp06.022.0* −− −+= ppc RRτ  (3.32) 
 
dove: 
 
pR : numero di Reynolds della particella espresso come: 
 
ν
dgd
R p
∆
=  (3.33) 
 
∆ : peso specifico immerso 
g : accelerazione di gravità 
d : diametro della particella di sedimento 
ν : viscosità cinematica 
 
la larghezza della sponda può infine essere determinata ponendo a zero l’espressione (3.29) e 
sostituendo ad 0h  l’espressione (3.31) 
 
( )µβ
µβ
µβ
µ
τ arccos
1
1
*
−
+∆
=
i
dB cs  (3.34) 
 
3.3.3 Soluzione di Ikeda (1982) 
Ikeda (1982) ha considerato allo stesso modo l’equilibrio delle forze di una particella situata 
nella sponda di un corso d’acqua in condizione di moto incipiente. Questa soluzione consente di 
ottenere una stima più accurata della distribuzione dello sforzo tangenziale rispetto l’equazione 
proposta da Parker. L’espressione di bilancio ottenuta è la seguente: 
 
01cos11cos
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τ
τ
c
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c
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 (3.35) 
 
dove: 
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cb*τ : sforzo tangenziale di Shields critico sulla sponda 
0*cτ : sforzo tangenziale di Shields critico al centro della sezione 
φ : angolo di inclinazione della sponda rispetto il piano orizzontale 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
 
la trattazione considera il tirante d’acqua misurato lungo la normale al fondo: 
 
φγτ cos/hi ⋅⋅=  (3.36) 
 
dove: 
 
φ : angolo di inclinazione della sponda rispetto il piano orizzontale 
h : tirante d’acqua misurato in verticale 
i : pendenza longitudinale del canale 
 
considerando che: 
 
2/12
1cos
−








+





=
dy
dhφ  (3.37) 
 
dove: 
 
φ : angolo di inclinazione della sponda rispetto il piano orizzontale 
h : tirante d’acqua misurato in verticale 
 
l’equazione di bilancio (3.35) può essere riscritta come segue: 
 
 49 
( ) ( )

















 −
++−










 −












+













 +
+




 −






−




 −












2
22
0
2
0
2
222
222
0
2
24
0
4
111
*
*1
*
*2
111
*
*21
*
*
µ
µµβµβ
τ
τ
µβ
µβ
τ
τ
µβ
µβ
µβµ
βµ
τ
τ
µµβ
µβ
τ
τ
c
cb
c
cb
c
cb
c
cb
dy
dh
dy
dh
 
012
*
*221
111
*
*
*
*21
24
222
0
2
4
22
2
2
22
00
2
3
=




 −
+





−




 +





 +
−













 +





 −
+




 −






+










−




 +
−
βµ
βµ
τ
τ
µ
µ
µβ
µβ
µ
µ
β
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µβ
µβ
τ
τ
τ
τ
βµ
µβ
c
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c
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c
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 (3.38) 
 
dove: 
 
cb*τ : sforzo tangenziale di Shields critico sulla sponda 
0*cτ : sforzo tangenziale di Shields critico al centro della sezione 
φ : angolo di inclinazione della sponda rispetto il piano orizzontale 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
 
sostituendo nell’espressione appena ricavata la (3.37) si ottiene la seguente equazione differenziale: 
 
( )220 12 βµ
δ
−
+−
−=




 b
dx
dh
h
h
 (3.39) 
 
dove: 
 
h : tirante d’acqua misurato in verticale 
0h : tirante d’acqua al centro del canale 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
β : rapporto tra la forza di sollevamento e la forza di Drag 
 
( ) ( )
0
2
22
2
0
12112
h
h
h
hb µβµβ
µ
µββµ ++




 +
+−





=  (3.40) 
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( ) ( )
( ) ( )( )2222
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
 +
=
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h
h
h
h
h
h
h
 (3.41) 
 
Questa equazione non è ne lineare ne integrabile in forma chiusa. Per soddisfare le condizioni al 
contorno: 
 
0
0
=
=ydy
dh
 (3.42) 
 
0/ hh  calcolato nel primo punto dopo il centro del canale è ottenuto dallo sviluppo in serie di Taylor. 
In questo punto si ottiene dunque: 
 
2
0
2
2
2
0 221
1
h
y
h
h






++
−=
µβµ
µ
 (3.43) 
 
Per risolvere il problema per i restanti punti è stato usato uno schema alle differenze finite 
centrate. 
Per sedimenti con angolo di riposo di 40° , µ =0.48 , β =0.85 come suggerito, tra gli altri, 
da Parker (1978). In Figura 3.2 i profili della sponda derivanti dalla (3.29) e (3.43), con i valori di 
µ e β precedentemente indicati sono confrontati con il profilo ottenuto dalle prove sperimentali. 
Come risulta dal confronto, il profilo ottenuto col metodo della profondità normale si adatta meglio 
al profilo sperimentale. 
Si osserva inoltre che la seguente espressione, ottenuta per interpolazione dei dati 
sperimentali,  risulta descrivere abbastanza accuratamente l’intero profilo: 
 






−−=
00
exp1
h
y
h
h T
 (3.44) 
 
dove: 
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x
ByT −= 2
 (3.45) 
B : larghezza del canale 
h : tirante d’acqua  
0h : tirante d’acqua al centro del canale 
 
 
Figura 3.2 – profilo sperimentale della sezione stabile confrontato con i profili ottenuti col metodo del tirante 
verticale e normale.  
 
Dall’equazione (3.43) si può ricavare una buona stima dell’area della sezione trasversale di un 
canale stabile, che risulta: 
 
( ) 002 hhBA −=  (3.46) 
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La previsione di tale area risulta entro un margine di errore del 5% rispetto quella osservata 
sperimentalmente. 
Ikeda (1981) fu il primo a proporre un profilo dalla forma esponenziale come quella 
precedente.  
La sua espressione è la seguente: 
 






−−=
K
y
h
h Texp1
0
 (3.47) 
 
dove: 
x
ByT −= 2
 (3.48) 
( )∫ −= 2/0 0
0
1 B dyhh
h
K  (3.49) 
 
Sia l’equazione (3.47) che la (3.44) rappresentano bene l’andamento del profilo sperimentale, 
anche se questo non è sorprendente perché ( )[ ]00 2/exp1 hBhK −−=  quando 02/ hB >>1. 
Comunque, l’equazione (3.47) non può essere usata come formula di progetto di un profilo 
stabile in quanto K  richiede la conoscenza del profilo a priori. 
Altri autori hanno ripreso la formulazione esponenziale di Ikeda per adattarla maggiormente 
alle più recenti osservazioni sperimentali. Per esempio Pizzuto (1990) ha ricavato la seguente 
formula: 
 






⋅−−=
00
exp1
h
y
h
h Tµ  (3.50) 
 
dove: 
 
h : tirante d’acqua  
0h : tirante d’acqua al centro del corso d’acqua 
µ : coefficiente d’attrito di Coulomb 
x
B
xT −= 2
 (3.51) 
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3.3.4 Soluzione di Diplas (1992) 
Diplas (1992) propone una approssimazione polinomiale della soluzione numerica 
dell’equazione di Ikeda (1982) tenendo conto inoltre degli effetti provocati dalla diffusione 
turbolenta. 
Considerando il bilancio della quantità di moto per l’area dA  di Figura 3.3 la seguente 
espressione per lo sforzo tangenziale agente lungo il perimetro dP è ottenuto come segue (Lundgren 
e Jonsson, 1964): 
 
Figura 3.3 – Definizione dei parametri assunti (Diplas, 1992) 
 





⋅−= ∫ dzvudP
d
dP
dAi N
D
0
''ργτ  (3.52) 
 
il secondo termine dell’espressione rappresenta il flusso trasversale della quantità di moto dovuto 
alla turbolenza che è stato espresso da Parker (1978) come segue: 
 
dP
d
k
DjDdzvu
s
N
N
DN τρ 





Ψ=⋅∫ ,''
2
0
 (3.53) 
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dove: 
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2/32
2
2
1 





+
=
dy
Dd
dy
DdD
j
N
 (3.55) 
 
sostituendo l’espressione appena ricavata nella precedente si ottiene: 
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dove: 
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 (3.57) 
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1
*
*
2
2
1 += dy
hdA  (3.59) 
 
2
2
1
2
*
**
dy
hd
A
hA =  (3.60) 
 
sk
AhA
*
*30 2/11
3 =  (3.61) 
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( )34 ln AA =  (3.62) 
 
( ) 2
2
2/1
125
*
*1
dy
hdAAA +=  (3.63) 
 
( )
1
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3
2
2
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6
*
*
*
*
*
*
*21
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dy
hdh
dy
hd
dy
dhA
A

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



+−
=  (3.64) 
 
l’equazione (3.56) può essere adimensionalizzata utilizzando i seguenti parametri: 
 
d
ihcb
cb ∆
=*τ  (3.65) 
 
d
ihc
c ∆
=*τ  (3.66) 
 
sostituendo nella (3.35) i parametri appena ricavati si ottiene: 
 
( ) ccb
A
A
*
1
*
2/1
82/3
1
2
δ
µµβ
βµ
δ







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


−
+
−
=  (3.67) 
 
L’equazione appena ricavata fornisce il tirante critico lungo la sponda per un corso d’acqua 
di geometria assegnata. Inoltre può fornire il profilo della sezione in condizioni di equilibrio di una 
nota distribuzione dello sforzo tangenziale e del materiale del fondo. Se il valore del tirante eccede 
il tirante critico si avrà erosione della sponda, viceversa se è minore la sponda è stabile. 
Perciò per un corso d’acqua in equilibrio incipiente la distribuzione dello sforzo tangenziale 
deve coincidere con lo sforzo tangenziale critico in ogni punto del perimetro della sezione. 
La forma di una sezione di un canale in equilibrio incipiente può essere ottenuta risolvendo 
simultaneamente l’equazione della diffusione turbolenta e del bilancio delle forze. Combinando la 
(3.56) e la (3.67) si ottiene: 
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c
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dove: 
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 (3.69) 
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Questa è una equazione differenziale del terzo ordine non lineare e non omogenea che 
richiede tre condizioni al contorno. La larghezza del corso d’acqua non è nota a priori perciò 
l’estremità della sponda, dove vengono riferite le condizioni al contorno, è altrettanto sconosciuta. 
Così è richiesta una condizione al contorno aggiuntiva per risolvere il problema.  
Le condizioni al contorno in corrispondenza del centro della sezione sono le seguenti: 
 
1* =h  (3.77) 
0
*
*
=
dy
dh
 (3.78) 
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mentre in corrispondenza dell’estremità della sponda: 
 
0* =h  (3.79) 
µ−=
*
*
dy
dh
 (3.80) 
Il problema può essere risolto per via numerica calcolando prima di tutto il valore di 
j
dyhd 22 */*  nel punto di unione tra la sponda e il centro della sezione risolvendo la (3.68). Il 
valore corretto è ottenuto imponendo che 0*/* 33 =
j
dyhd dovuto alla simmetria della sezione. 
Conoscendo quindi il valore corretto di 
j
dyhd 22 */* è possibile utilizzare il metodo di Runge-
Kutta-Merson, che è del ( )5*y∆  ordine (de Vahl Davis, 1986), per calcolare: 
223322
*/**,/**,,*/*,*/**,/**, dyddyddyhddyhddydhh δδδ per ogni punto in successione 
della sponda. 
Il valore di c*δ viene aggiornato utilizzando il metodo di bisezione finché le condizioni 
all’estremità della sponda siano soddisfatte. Dal valore di c*δ così ottenuto si può calcolare 0h . 
L’autore ha dimostrato inoltre che il profilo della sezione di equilibrio ottenuta con il 
metodo numerico può essere ben approssimata con il seguente polinomio di quinto grado: 
 
1**** 22
4
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5
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dove: 
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La forma della sezione di un corso d’acqua in equilibrio incipiente dipende dal valore 
assegnato ai parametri d,, βµ . Sia la larghezza dimensionale 0/* hBB =  che la jdyhd 22 */* sono 
condizionate dal valore che si attribuisce a questi parametri. Il profilo della sponda ottenuto per 
diversi valori di µ  , con 85.0=β  e =90d 75mm è indicato in Figura 3.4 – 3.6. La variazione della 
*B  con i valori di µ  è rappresentata in Figura 3.5. Come ci si aspetta l’andamento indica una 
crescita di *B  al decrescere di µ  e può essere ben rappresentata dalla seguente equazione: 
 
1496.215548.433206.441814.16* 23 +−+−= µµµB  (3.85) 
 
Allo stesso modo le variazioni di 
j
dyhd 22 */*  con i valori di µ  sono rappresentate in 
Figura 3.7 dalla seguente espressione: 
0315.03089.00711.00103.0*/* 2322 +−+= µµµ
j
dyhd  (3.86) 
 
Figura 3.4 – Profilo di equilibrio incipiente di un corso d’acqua ottenuto per differenti valori di µ  (Diplas, 
1992) 
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Figura 3.5 – Variazioni della larghezza adimensionale *B  per differenti valori di µ  (Diplas, 1992)  
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Figura 3.6 – Profilo di equilibrio incipiente di un corso d’acqua ottenuto per differenti valori di β  (Diplas, 
1992) 
 
 
Figura 3.7 – Variazioni della larghezza adimensionale c*δ  per differenti valori di µ  (Diplas, 1992) 
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3.3.5 Soluzione di Ikeda e Izumi (1991) 
Questa trattazione si basa sull’assunzione di un corso d’acqua dritto e largo avente sezione 
simmetrica. Il corso d’acqua ha una larghezza complessiva B , una pendenza costante i , ed è 
composto da una parte centrale a fondo piatto, in cui il tirante è assunto pari a 0h . 
È stato assunto inoltre un fondo composto da sedimenti non coesivi di pezzatura uniforme 
aventi diametro d . Nella trattazione che segue si indica con x  direzione longitudinale, con y  la 
direzione trasversale e con z  la verticale. Il trasporto diffusivo dei sedimenti in sospensione in 
direzione trasversale è espresso come: 
 
ycF yy ∂∂−= /ε  (3.87) 
 
dove: 
 
yε : coefficiente di diffusione trasversale (nella direzione y ) 
c : concentrazione di sedimenti in sospensione mediata nel tempo 
 
il valore di yε  si assume pari a (Webel e Schatzman, 1984): 
 
00*20.0 huy =ε  (3.88) 
 
dove: 
 
0h : tirante al centro del canale 
0*u : velocità di attrito al centro del canale esprimibile come: 
 
ρτ /* 00 =u  
 
ρ : densità del fluido  
0τ : sforzo tangenziale al centro del canale definito come: 
 
ih ⋅⋅= 00 γτ  
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il coefficiente di diffusione verticale è assunto pari a (Vanoni, 1975): 
 
00*10.0 huz =ε  (3.89) 
 
dove: 
 
0h : tirante al centro del canale 
0*u : velocità di attrito al centro del canale 
 
Figura 3.8 – Bilancio tra i flussi dei sedimenti in direzione trasversale nel volume di controllo (Vigilar, 
1997) 
In riferimento alla Figura 3.8, la conservazione dei sedimenti in sospensione, in un volume di 
controllo compreso tra il fondo e la superficie libera, è definita come: 
 
DE
dy
dFL
−=−  (3.90) 
 
dove: 
 
E : tasso di erosione ovvero frazione di sedimenti che viene erosa dal fondo 
D : tasso di deposito ovvero frazione di sedimenti che si deposita sul fondo 
LF : trasporto trasversale diffusivo dei sedimenti in sospensione integrato lungo la verticale 
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In corrispondenza dell’estremità della sponda ci si attende che ED > , mentre in prossimità 
del centro ED <  in quanto i sedimenti sono trasportati dal centro verso le sponde. Il flusso LF  
integrato lungo la verticale diventa: 
 
( )
dy
dh
cydz
y
cF hzyy
h
yL
=
+∂∂−=
∂
∂
−= ∫ εζεε /0  (3.91) 
 
dove: 
 
yε : coefficiente di diffusione trasversale (nella direzione y ) 
h : tirante d’acqua 
hzc = : concentrazione di sedimenti in sospensione in corrispondenza del fondo 
ζ : concentrazione dei sedimenti sospesi integrata verticalmente esprimibile come: 
 
∫=
h
cdz
0
ζ  (3.92) 
 
il tasso di erosione deve essere uguale al tasso di diffusione dal fondo: 
 
( ) EvzcE shzz =∂∂= =/ε  (3.93) 
 
dove: 
 
c : concentrazione di sedimenti in sospensione mediata nel tempo 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
E : tasso di erosione 
 
il tasso di deposito è correlato con la concentrazione dei sedimenti sospesi in corrispondenza del 
fondo ed è descritto come: 
 
hzs cvD ==  (3.94) 
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dove: 
 
hzc = : concentrazione di sedimenti sospesi in corrispondenza del fondo 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
 
Per valutare il tasso di erosione si considera il semplice caso in cui il trasporto trasversale 
diffusivo dei sedimenti in sospensione è molto piccolo o trascurabile, così con le assunzioni di (3.93) 
e (3.94), (3.90) si riduce a: 
 
hzcE ==  (3.95) 
 
La concentrazione in condizioni di equilibrio in corrispondenza del fondo è stata misurata da 
diversi autori (per esempio Vanoni, 1946; Lane e Kalinske, 1939; Ashida e Michiue,1970) ed è stato 
dimostrato che E  è correlato a sG vu /* , che fornisce 0=zc  nella forma: 
 
( )2/*0025.0 sGhz vuc ==  (3.96) 
 
dove: 
 
Gu * : velocità di attrito corrispondente allo sforzo tangenziale del grano 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
 
la rata di erosione è perciò ridotta a: 
 
( ) ssG vvuE 2/*0025.0=  (3.97) 
 
dove: 
 
Gu * : velocità di attrito corrispondente allo sforzo tangenziale del grano 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento 
 
per coefficienti di diffusine cotanti lungo la verticale la c  è descritta come: 
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( )( )[ ]zhvcc zshz −−= = ε/exp  (3.98) 
 
dove: 
 
hzc = : concentrazione di sedimenti sospesi in corrispondenza del fondo 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
zε : coefficiente di diffusione in direzione z  
h : tirante d’acqua 
z : coordinata verticale 
 
la concentrazione integrata sulla verticale è così ridotta alla seguente: 
 
( )[ ]{ } hzzs
s
z chv
v =
−−= ε
εζ /exp1  (3.99) 
 
dove: 
 
hzc = : concentrazione di sedimenti sospesi in corrispondenza del fondo 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
zε : coefficiente di diffusione in direzione z  
h : tirante d’acqua 
 
Siccome 1/ >>zs hv ε  per fiumi di sabbia, la concentrazione al fondo è approssimativamente 
descritta come: 
 
( )ζε zshz vc /≅=  (3.100) 
 
dove: 
 
ζ : concentrazione di sedimenti integrata sulla profondità 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
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zε : coefficiente di diffusione in direzione z  
 
sostituendo la (3.100) nella (3.94) il tasso di deposito diventa: 
 
( )ζε zsvD /2=  (3.101) 
 
dove: 
 
ζ : concentrazione di sedimenti integrata sulla profondità 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
zε : coefficiente di diffusione in direzione z  
 
in modo analogo, sostituendo alla (3.91) la (3.100) si ottiene: 
 
( ) ( )
dy
dh
vyF zsyyL εεζε // +∂∂−=  (3.102) 
 
dove: 
 
ζ : concentrazione di sedimenti integrata sulla profondità 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
yε : coefficiente di diffusione in direzione y  
zε : coefficiente di diffusione in direzione z  
h : tirante d’acqua 
 
Affinché il corso d’acqua sia stabile il trasporto trasversale diffusivo dei sedimenti in sospensione 
deve essere bilanciato con il trasporto di fondo, cioè: 
 
0=+ BLL qF  (3.103) 
 
dove: 
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LF : trasporto trasversale diffusivo dei sedimenti in sospensione 
BLq : portata solida di fondo trasversale 
 
Le seguenti variabili adimensionali di LF  e BLq  sono usate per ottenere le equazioni del profilo in 
equilibrio di un corso d’acqua: 
 
BF yL /0ζε=  (3.104) 
 
( ) 3020 /*85.1 gdBhqBL ∆= τ  (3.105) 
 
dove: 
 
yε : coefficiente di diffusione in direzione y  
0h : tirante d’acqua al centro del corso d’acqua 
B : larghezza totale del corso d’acqua 
ζ : concentrazione di sedimenti integrata sulla profondità 
0ζ : concentrazione di sedimenti integrata sulla profondità al centro del corso d’acqua 
0*τ  sforzo tangenziale adimensionale al centro del corso d’acqua 
∆ : peso di volume immerso 
g : accelerazione di gravità 
d : diametro della particella di sedimento 
 
0/ hhs =  (3.106a) 
 
By /=η  (3.106b) 
 
0/ζζ=Z  (3.106c) 
 
Dalla relazione di Engelund e Hansen (1967) che mette in relazione lo sforzo tangenziale di grano 
con lo sforzo tangenziale critico e ricordando che cG ** ττ >> , la (3.97) diventa: 
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ss vvE
22
**001.0 −= τ  (3.107) 
 
dove: 
 
*τ  sforzo tangenziale adimensionale  
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
*sv : velocità di caduta adimensionale delle particelle di sedimento 
gdvv ss ∆= /*  
 
l’equazione (3.90) con la (3.101) , (3.102) e (3.107) diventa: 
 
2
2
32
3
sZ
d
sd
−= λ
η
γ
 (3.108) 
 
in cui: 
 
0/ BEqBL=γ  (3.109a) 
 
1/ 00 == EDλ  (3.109b) 
 
B : larghezza totale del corso d’acqua 
0E : tasso di erosione al centro del corso d’acqua 
0D : tasso di deposito al centro del corso d’acqua 
 
Per soddisfare la condizione di equilibrio, λ  deve essere uguale all’unità in quanto il tasso di 
erosione deve bilanciare il tasso di deposito. In modo analogo, usando la (3.102) ed esplicitando la 
portata solida di fondo trasversale e l’espressione dello sforzo tangenziale, la (3.103) diventa: 
 
ηηη d
ds
sK
d
dsZK
d
dZ 2
21 =−  (3.110) 
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dove: 
 
( ) 01 / hvK zs ε=  (3.111a) 
 
LBL FqK /2 =  (3.111b) 
 
sv : velocità di caduta delle particelle di sedimento  
0h : tirante d’acqua al centro del corso d’acqua 
zε : coefficiente di diffusione in direzione z  
 
L’equazione (3.108) e (3.110) sono le equazioni base che servono per definire la forma della 
sezione trasversale di equilibrio di un corso d’acqua. Le equazione al contorno consistono nel 
considerare trascurabile la portata solida di fondo trasversale o il trasporto trasversale diffusivo dei 
sedimenti in sospensione in corrispondenza della superficie libera, descritti rispettivamente da: 
 
0
3
=
ηd
ds
, 0=η  (3.112a) 
 
01 =− ηη d
dsZK
d
dZ
, 0=η  (3.112b) 
 
e la concentrazione adimensionale integrata in verticale deve essere inoltre al centro della sezione 
pari all’unità: 
 
Z=1, 2/1=η  (3.113) 
 
le condizioni al contorno per il profilo della sezione stabile sono: 
 
0=s , 0=η  (3.114) 
 
1=s , 2/1=η  (3.115a) 
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0
3
=
ηd
ds
, 2/1=η  (3.115b) 
 
dividendo la (3.110) per ηdds /  risulta: 
 
2
21 sKZKd
dZ
=−
η
 (3.116) 
 
che porge la soluzione: 
 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]21121210 /2/2/exp KsKsKKsKCZ ++−=  (3.117) 
 
con le condizioni al contorno espresse dalle (3.113), (3.115a) si ottiene: 
 
( ) ( ) ( )[ ]{ } ( )1211120 exp/2/21/1 KKKKKC −+++=  (3.118) 
 
Il valore della variabile γ  in (3.108) è calcolato di seguito. L’equazione (3.109a) è calcolata 
ricordando la (3.107) e (3.105) perciò si ottiene: 
 
( ) 1010 /*1850 −−= BhRv sγ  (3.119) 
 
dove: 
 
0h : tirante d’acqua al centro del corso d’acqua 
d : diametro della particella di sedimento 
*sv : velocità di caduta adimensionale delle particelle di sedimento 
0R : tirante d’acqua adimensionale al centro del corso d’acqua 
dhR /00 =  
 
0R  è dell’ordine di 1000. La velocità adimensionale di caduta della particella, calcolata con 
la formula di Rubey (1933), è pari a 0.43, assumendo la dimensione tipica del diametro della 
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particella di sabbia di 0.2 mm. Il rapporto 0/ hB  per corsi d’acqua sabbiosi assume un valore tipico 
di 100, mentre il valore di γ  è stimato con un ordine di grandezza pari a 410− . 
 
introducendo la seguente variabile: 
 
2/1/ γη=r  (3.120) 
 
l’equazione (3.108) può essere riscritta come segue: 
 
( ) 2232 /
3
1
sZdrsd −=  (3.121) 
 
le condizioni al contorno corrispondenti a questa equazione sono ricavabili dalla (3.114), (3.112a) e 
(3.115b): 
 
0=s , 0=r  (3.122a) 
 
0
3
=
dr
ds
, 0=r  (3.122b) 
 
0
3
=
dr
ds
, ∞→r  (3.122c) 
 
sostituendo la (3.117) nella (3.121) e integrando rispetto r si ottiene: 
 
( ) 133
1
24
2
1
25
1
2
12
11
2
1
0
3 2
2
31
5
3
exp223
6
1 Cs
K
K
s
K
K
s
K
K
sK
KK
s
s
K
C
dr
ds
+−−





+−





+−=  (3.123) 
 
dove: 
 
C1 : costante di integrazione ottenibile dalla condizione al contorno (3.122b) 
la condizione (3.122c) impone un’altra restrizione ed in definitiva si ottiene la seguente equazione: 
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( ) 02
2
31
5
32
exp2213
1
2
1
2
1
2
2
1
12
111
0 =





+−





+−








−





+−
KK
K
K
K
K
K
KKK
C  (3.124) 
integrando la (3.123) con la condizione (3.122a) si ottiene: 
 
( )∫




+








−







+−
s
K
sK
KK
s
s
K
Cs
0
3
1
12
11
2
1
0
2 6exp22363  
rdss
K
K
s
K
K
s
K
K
=



−−





+−
− 2/1
3
3
1
24
2
1
25
1
2 1291
5
18
 (3.125) 
 
Figura 3.9 – Profilo della sezione stabile ottenuto per integrazione numerica della (3.125) considerando 
i =0.0005 e d =0.2 mm, per i quali 1K =2.26 e 2K =0.17 (Ikeda e Izumi, 1991) 
Sostituendo (3.90) nella (3.111a) ed usando le relazioni ss vgdv *∆=  e ghiu =0* , 1K  è data 
dalla seguente: 
 
( ) 2/101 *8.12 −= iRvK s  (3.126) 
 
dove: 
 
*sv : velocità di caduta adimensionale delle particelle di sedimento 
0R : tirante d’acqua adimensionale al centro del corso d’acqua 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
 
in modo analogo sostituendo (3.104) e (3.105) nella (3.111b) si ottiene: 
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12
0
35
2 *1053.1 −−×= iRvK s  (3.127) 
dove: 
 
*sv : velocità di caduta adimensionale delle particelle di sedimento 
0R : tirante d’acqua adimensionale al centro del corso d’acqua 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
 
 
 
Figura 3.10 – Valori di 1K  in funzione della 
pendenza i e del diametro d (Ikeda e Izumi, 1991) 
Figura 3.11 – Valori di 2K  in funzione della 
pendenza i e del diametro d (Ikeda e Izumi, 1991) 
 
Il tirante d’acqua adimensionale al centro del corso d’acqua 0R  può essere calcolato dalla 
(3.126) o (3.127) risolvendo l’espressione (3.124) unita alla (3.118). 
I risultati che si ottengono sembrano però sovrastimare in modo rilevante il tirante d’acqua 
0h  per i corsi d’acqua di pianura, in cui la pendenza longitudinale è dell’ordine di qualche decimo 
per mille. 
3.3.6 Soluzione alternativa 
Nella presente tesi si è fatto ricorso ad una diversa ipotesi (introdotta per la prima volta da 
Brunato, 2013) consistente nell’assumere che la concentrazione totale di sedimenti sia costante in 
ogni punto della sezione, e dunque il trasporto trasversale in sospensione sia nullo sulla sezione 
stessa. La concentrazione totale di sedimenti è qui definita come rapporto tra la portata solida totale 
(ovvero di fondo e di sospensione) in direzione longitudinale e la portata liquida. 
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La portata solida totale può essere invece suddivisa in una componente idrodinamica legata 
agli sforzi tangenziali creati dalla corrente idrica, e in una componente legata agli sforzi tangenziali 
determinati dalla forza di gravità direttamente agente sulla particella di sedimento posta sulla 
sponda inclinata. 
A sua volta la concentrazione può quindi essere suddivisa nelle due componenti che 
verranno nominate in seguito rispettivamente come idrodinamica e gravitazionale. 
La formula qui utilizzata per il calcolo della portata solida totale è quella di Engelund e 
Hansen (1968) di seguito espressa introducendo la relazione di Chézy in luogo alla velocità del 
moto uniforme: 
 
( )
2/5
2/5
2
3
05,0
τ
γ
χ
dgdg
qs
∆
=
∆
 (3.128) 
 
mentre la concentrazione si ottiene dividendo la precedente relazione della portata solida per la 
portata liquida, calcolabile mediante la relazione di Chézy in moto uniforme. 
Così come fatto per la portata solida sq , anche lo sforzo tangenziale τ  nell’equazione precedente 
sarà distinto nelle due componenti idrodinamica hτ  è gτ  gravitazionale: 
 
222
gh τττ +=  (3.129) 
 
rispettivamente dovute all’azione della corrente: 
 
hih γτ =  (3.130) 
 
e dalla gravità: 
 
( )
dy
dzdsg γγτ −=  (3.131) 
 
tenendo presente che la portata liquida si può scrivere: 
hhiq χ=  (3.132) 
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con 
γ
τ hhi =  
 
la concentrazione totale si può esprimere come somma delle due componenti idrodinamica e 
gravitazionale: 
 
gh CCC +=  (3.133) 
 
La concentrazione idrodinamica è espressa come: 
 
hdg
C hh
2
22
05,0 τ
γ
χ
∆
=  (3.134) 
 
mentre la concentrazione gravitazionale è esprimibile come: 
 
( )
2
22
22
105,0






−
∆
=
dy
dzd
hdg
C sg γγγ
χ
 (3.135) 
 
In definitiva la concentrazione totale, data dalla somma gh CC + , risulta: 
 
( )














−+
∆
=
2
2222
22
105,0
dy
dh
h
dhi
dg
C s γγγγ
χ
 (3.136) 
 
La soluzione della sezione di equilibrio si calcola come detto imponendo la costanza della 
concentrazione, ovvero che la derivata prima della C rispetto alla distanza y sia nulla. Si ottiene 
dunque: 
 
( ) ( )














−+





−−
∆
= 2
2
22
3
2
2222
22
12105,0
dy
hd
dy
dh
h
d
dy
dh
h
d
dy
dhi
dgdy
dC
ss γγγγγγ
χ
=0 (3.137) 
 
ovvero che: 
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( ) ( ) 021 2
2
22
2
2222
=−+





−−
dy
hdd
dy
dh
h
dhi ss γγγγγ  
 
che è una equazione differenziale di secondo ordine non lineare, la cui soluzione è: 
 
( )( )





+−
∆
= ycd
d
i
ch s 1
222
2 2
cos γγ  (3.138) 
 
Con 1c  e 2c costanti di integrazione. Imponendo che la pendenza in corrispondenza del punto 
d’intersezione tra la sponda e la parte centrale ( 0=y ) sia nulla si ottiene: 
 
( ) 0sin 1222
0
=





−
∆
=
=
cd
d
i
c
dy
dh
s
y
γγ   →  01 =c  (3.139) 
 
mentre in corrispondenza dell’asse del corso d’acqua (cioè per 0=y ) imponendo 0hh =  si ottiene 
02 hc =  
 
In definitiva l’equazione del profilo in equilibrio risulta: 
 






∆
= y
d
ihh
2
cos20  (3.140) 
 
La larghezza della sponda sB si ottiene imponendo il valore nullo all’equazione precedente ovvero 
che l’argomento del coseno sia 2/pi : 
 
i
dBs
∆
= pi  (3.141) 
 
Come è possibile osservare la larghezza della sponda risulta univocamente definita una volta che si 
conosce la pendenza del corso d’acqua e il diametro dei sedimenti. 
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Capitolo 4 Confronto fra le soluzioni “fisicamente basate” 
4.1 Introduzione 
Nel presente capitolo verrà fatto un confronto fra i risultati restituiti dalle tre soluzioni 
rappresentative dei tre metodi che costituiscono le soluzioni “fisicamente basate”. Come soluzione 
rappresentativa del metodo del moto incipiente è stata scelta la soluzione di Parker (1978), per il 
metodo dell’equilibrio dei flussi trasversali è stata scelta la soluzione di Ikeda e Izumi (1991), 
mentre per il metodo dell’equilibrio della concentrazione si fa riferimento alla soluzione alternativa. 
4.2 Confronto fra le forme dei profili della sponda 
Da un semplice confronto fra i profili della sponda ottenuti dalle tre diverse soluzioni è 
immediato osservare che i profili differiscono nella forma. La soluzione alternativa e di Parker 
(1978) hanno entrambe un profilo cosenoidale che dipende esplicitamente dalle caratteristiche 
idrauliche e sedimentologiche come la pendenza longitudinale del corso d’acqua e il diametro dei 
sedimenti. La soluzione alternativa presenta un punto di flesso in corrispondenza del punto estremo 
della sponda, mentre la soluzione di Parker (1978) presenta un punto di flesso in corrispondenza 
della mezzeria della sponda. Per ottenere il profilo della sponda per la soluzione di Ikeda e Izumi 
(1991) si deve ricorrere invece ad una integrazione numerica. Si ottiene un profilo la cui forma 
dipende implicitamente anche dal diametro dei sedimenti e dalla pendenza longitudinale del corso 
d’acqua. Il profilo così ottenuto avrà una forma progressivamente più incassata all’aumentare del 
diametro dei sedimenti e al diminuire della pendenza longitudinale del corso d’acqua. Nella figura 
che segue verranno rappresentati in forma adimensionale i profili della sponda ottenuti dalle tre 
soluzioni rappresentative. 
 
 78 
0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
y / Bs
h 
/ h
0
Parker(1978)
Ikeda-Izumi(1991)
Alternativa
d+
i+ 
 
Figura 4.1 – Profili di equilibrio della sponda per le tre soluzioni rappresentative 
 
 
4.3 Confronto fra le profondità della corrente in asse 
Le soluzioni di Parker (1978) e Ikeda e Izumi (1991) consentono di determinare, come visto 
nel capitolo 3, anche la profondità della corrente al centro della sezione in condizioni di equilibrio. 
La soluzione alternativa invece lascia indeterminato il valore di questa grandezza. Per questo 
motivo, in questo paragrafo, viene rappresentato il confronto fra il valore della profondità della 
corrente in equilibrio per le due soluzioni rappresentative del metodo del moto incipiente e 
dell’equilibrio dei flussi trasversali.  
Per la soluzione di Parker (1978) tale profondità può essere espressa dalla seguente 
relazione: 
 
12
0 1056.7 −− ⋅×= idh  (4.1) 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
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Per la soluzione di Ikeda e Izumi (1991) la profondità al centro della sezione in equilibrio può essere 
espressa, con un discreto grado di approssimazione, dalla seguente relazione: 
 
5.024
0 1005.6 −⋅×= idh  (4.2) 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
4.4 Confronto fra le portate liquide 
Un ulteriore confronto che può essere considerato è tra la portata liquida convogliata dalla 
sponda per le tre diverse soluzioni rappresentative. Per quanto riguarda la soluzione alternativa la 
portata liquida convogliata dalla sponda può essere calcolata integrando sulla larghezza della 
sponda stessa il seguente differenziale: 
 
dyihdQ 2/12/3χ=  (4.3) 
 
dove: 
 
h : profondità della corrente 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
χ : coefficiente di Chézy 
 
sostituendo alla precedente la relazione che esprime la profondità della corrente in condizione di 
equilibrio si ottiene: 
 
dyy
B
hiQ
s
Bs






= ∫ 2
cos
0
32/3
0
2/1 piχ  (4.4) 
dove: 
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0h : profondità della corrente al centro della sezione 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
χ : coefficiente di Chézy 
sB : larghezza della sponda 
 
che diventa: 
 
sB
s
ss
B
y
B
y
B
hiQ
0
2/3
0
2/1
2
12
2
3sin
2
sin9




















+





=
pi
pipi
χ  (4.5) 
dove: 
 
0h : profondità della corrente al centro della sezione 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
χ : coefficiente di Chézy 
sB : larghezza della sponda 
 
Risolvendo si ottiene in definitiva: 
 
i
dhQ ∆= 2/303
4 χ  (4.6) 
 
dove: 
 
0h : profondità della corrente al centro della sezione 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
χ : coefficiente di Chézy 
∆ : peso specifico immerso 
d : diametro caratteristico dei sedimenti 
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Per quanto riguarda le altre due soluzioni rappresentative la portata liquida è stata 
determinata per via numerica. In questo caso il coefficiente di Chézy è stato assunto variabile con il 
numero di Reynolds. In particolare, per il regime di moto di transizione (700<Re<25000) il 
coefficiente di resistenza di Darcy – Weisbach può essere assunto pari a (Blasius, 1913): 
 
4/1Re
224,0
=f  (4.7) 
 
dove: 
 
2
8
χ
gf =  (4.8) 
 
ν
χ 2/12/1Re ih=  (4.9) 
 
f : coefficiente di Darcy – Weisbach 
Re : numero di Reynolds 
h : profondità della corrente 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
χ : coefficiente di Chézy 
ν : viscosità cinematica 
g : accelerazione di gravità 
 
combinando tra loro le precedenti relazioni si ottiene il coefficiente di Chézy: 
 
14/3
7
4
4/1
8/1
224.0
8 hgi 





=
ν
χ  (4.10) 
 
dove: 
 
h : profondità della corrente 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
ν : viscosità cinematica 
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g : accelerazione di gravità 
 
é importante osservare come la relazione della portata della soluzione alternativa sia stata 
ricavata considerando un valore di χ  costante. Tuttavia i risultati ottenuti per integrazione numerica 
della stessa soluzione, considerando un coefficiente χ  variabile, risultano essere comparabili alla 
soluzione ottenuta con χ  costante, purché si assuma per lo stesso un opportuno valore mediato 
sull’intera sezione della sponda. 
Nella Figura 4.2 è rappresentata la variazione della portata liquida, in funzione del diametro 
caratteristico dei sedimenti e dalla pendenza longitudinale del corso d’acqua, per la soluzione di 
Parker (1978). Considerando un valore della profondità della corrente al centro della sezione pari a 
quello ottenuto dalla soluzione di Parker (1978) e assumendo χ  variabile, si determina la 
variazione della portata liquida per la soluzione alternativa rappresentata in Figura 4.3. 
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Figura 4.2 – Portata liquida convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione di Parker (1978) 
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Figura 4.3 – Portata liquida convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione alternativa considerando 0h  
della soluzione di Parker (1978) 
 
Con l’ipotesi appena fatta, la relazione della portata liquida (espressa in sm /3 ) per la soluzione 
alternativa, può esprimersi come segue: 
 
1.25.23.1 −⋅= idQ  (4.11) 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
mentre la portata liquida (espressa in sm /3 ) della soluzione di Parker (1978) può essere espressa 
come segue: 
 
1.25.221054.9 −− ⋅×= idQ  (4.12) 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
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Nella Figura 4.4 è invece rappresentata la variazione della portata liquida per la soluzione di Ikeda e 
Izumi (1991). 
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Figura 4.4 – Portata liquida convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione di Ikeda e Parker (1992) 
 
Considerando per la soluzione alternativa un valore del tirante al centro pari a quello che si 
ottiene dalla soluzione di Ikeda e Izumi (1991) e χ  variabile la variazione della portata liquida è 
rappresentata in Figura 4.5. 
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Figura 4.5 – Portata liquida convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione alternativa considerando 0h  
della soluzione di Ikeda e Izumi (1991) 
la portata liquida (espressa in sm /3 ) per la soluzione alternativa può essere espressa come: 
 
3.11.491040.4 −⋅×= idQ  (4.13) 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
mentre per la soluzione Ikeda e Izumi (1991) la portata liquida (espressa in sm /3 ) diventa: 
 
0.13.6191028.1 −⋅×= idQ  (4.14) 
 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
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4.5 Confronto fra le portata solide longitudinali 
Analogamente a quanto fatto per la portata liquida, anche la portata solida longitudinale può 
essere di particolare interesse per effettuare un confronto fra le tre soluzioni rappresentative.  
Per quanto riguarda la soluzione alternativa, la portata solida longitudinale può essere 
calcolata dalla relazione di Engelund e Hansen (1967), che esplicitata in termini di profondità della 
corrente diventa: 
 
2/5hqs ⋅= α  (4.15) 
 
dove: 
 
dg
i
2
2/5205.0
∆
=
χ
α  (4.16) 
 
h : profondità della corrente 
χ : coefficiente di Chézy 
 
Assumendo χ  costante, la portata solida longitudinale convogliata dall’intera sponda del corso 
d’acqua può essere ottenuta integrando sulla larghezza della sponda stessa il seguente differenziale: 
 
dyqdQ ss =  (4.17) 
 
sostituendo alla precedente l’equazione ricavata per la sq  si ottiene: 
 
∫ 





⋅=
sB
s
s dyyB
hQ
0
52/5
0 2
cos
pi
α  (4.18) 
 
dove: 
 
0h : profondità della corrente al centro della sezione 
sB : larghezza della sponda 
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α : coefficiente definito dalla (4.16) 
 
che diventa: 
 
sB
s
sss
s
B
y
B
y
B
y
B
hQ
0
2/5
0
2
240
2
5sin3
2
3sin25
2
sin150




















+





+





⋅=
pi
pipipi
α  (4.19) 
 
dove: 
 
0h : profondità della corrente al centro della sezione 
sB : larghezza della sponda 
α : coefficiente definito dalla (4.16) 
 
Risolvendo si ottiene in definitiva: 
 
i
dhQs
∆
⋅=
2/5
015
16
α  (4.20) 
 
dove: 
 
0h : profondità della corrente al centro della sezione 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
∆ : peso specifico immerso 
d : diametro caratteristico dei sedimenti 
α : coefficiente definito dalla (4.16) 
 
In Figura 4.6 è rappresentata la variazione della portata solida per la soluzione di Parker 
(1978). In Figura 4.7 è invece rappresentata la variazione della portata solida della soluzione 
alternativa avendo considerato una profondità al centro della sezione pari a quella ottenuta dalla 
soluzione di Parker (1978) e χ  variabile. 
 
 88 
1,E-09
1,E-08
1,E-07
1,E-06
1,E-05
1,E-04
1,E-03
1,E-02
1,E-01
1,E+00
1,E+01
0,00001 0,0001 0,001
i
Q
s
 
[m
3 /s
]
d=0,1mm d=0,5mm
d=1mm d=5mm
d=10mm d=50mm
 
Figura 4.6– Portata solida longitudinale convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione di Parker (1978) 
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Figura 4.7 – Portata solida convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione alternativa considerando 0h  
della soluzione di Parker (1978) 
 
Con tali ipotesi la portata solida longitudinale ( sm /3 )  per la soluzione alternativa può essere 
espressa dalla seguente relazione: 
 
2.15.221038.1 −−×= idQs  (4.21) 
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dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
Mentre per la soluzione di Parker (1978) la portata solida longitudinale ( sm /3 ) può essere espressa 
dalla seguente relazione: 
 
2.15.231004.1 −−×= idQs  (4.22) 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
La Figura 4.8 rappresenta la variazione della portata solida per la soluzione di Ikeda e Parker 
(1992). 
La Figura 4.9 è invece rappresentata la variazione della portata solida della soluzione 
alternativa avendo considerato una profondità al centro della sezione pari a quella ottenuta dalla 
soluzione di Ikeda e Izumi (1991) e χ  variabile. 
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Figura 4.8 – Portata solida convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione di Ikeda e Izumi (1991) 
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Figura 4.9 – Portata solida convogliata dalla sponda ottenuta dalla soluzione alternativa considerando 0h  
della soluzione di Ikeda e Izumi (1991) 
 
Con tali ipotesi la portata solida longitudinale ( sm /3 ) per soluzione alternativa, con un discreto 
grado di approssimazione, diventa: 
 
21.0ln1027.82.514 31077.1 +×
−
×= ds idQ  (4.23) 
 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
Mentre per la soluzione di Ikeda e Izumi (1991) la portata solida longitudinale ( sm /3 ) può essere 
espressa, con un discreto grado di approssimazione, dalla seguente relazione: 
 
21.0ln1078.34.723 21062.7 +×−
−
×= ds idQ  (4.24) 
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dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
4.6 Confronto fra le larghezze della sponda 
Come precedentemente ricavato, la larghezza della sponda per la soluzione alternativa 
risulta: 
 
1−
⋅⋅∆= idBs pi  (4.25) 
 
dove: 
 
i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
d : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
Per quanto riguarda la soluzione di Parker (1978), la larghezza della sponda può essere espressa 
dalla seguente relazione: 
 
128.0 −⋅⋅= idBs  (4.26) 
 
dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
Mentre per la soluzione di Ikeda e Izumi (1991), la larghezza della sponda può espressa, con un 
discreto grado di approssimazione, dalla seguente relazione: 
 
05.1ln1070.51.39 21024.4 +×−
−
⋅⋅×= ds idB  (4.27) 
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dove: 
 
[ ]−i : pendenza longitudinale del corso d’acqua 
[ ]md : diametro caratteristico dei sedimenti 
 
La Figura 4.10 rappresenta il confronto fra la larghezza della sponda ottenuta dalla soluzione 
alternativa e la larghezza ottenuta dalla soluzione di Parker (1978). 
La Figura 4.11 rappresenta il confronto fra la larghezza ottenuta dalla soluzione alternativa e 
la larghezza ottenuta dalla soluzione di Ikeda e Izumi (1991). Come si osserva, la soluzione 
alternativa restituisce risultati comparabili con la soluzione di Ikeda e Izumi (1991) per un diametro 
caratteristico dei sedimenti pari a 0.5 mm.  
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Figura 4.10 – Confronto fra la larghezza ottenuta dalla soluzione alternativa e dalla soluzione di Parker 
(1978) 
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Figura 4.11 – Confronto fra la larghezza ottenuta dalla soluzione alternativa e dalla soluzione di Ikeda e 
Izumi (1991) 
Capitolo 5 Sezioni transitorie di quasi-equilibrio per la soluzione alternativa 
5.1 Introduzione 
In questo capitolo verrà trattato il fenomeno di evoluzione temporale della sponda, partendo 
da una configurazione iniziale equilibrata, in cui viene introdotta una perturbazione a gradino, a 
scala stagionale, del livello idrico. Si ipotizza che l’evoluzione temporale avvenga attraverso una 
successione di configurazioni equilibrate della sponda così da realizzare un processo di quasi-
equilibrio. 
5.2 Soluzione numerica 
Ricordando la relazione che descrive la concentrazione totale di sedimento si ottiene: 
 














−=
2
0
0
0 dy
dh
h
h
K
h
hCC  (5.1) 
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dove: 
 
h : profondità della corrente 
0h : profondità della corrente al centro della sezione 
sB : larghezza della sponda 
0C : concentrazione al centro della sezione 
 
2
0






⋅
=
h
B
K s
pi
 (5.2) 
 
derivando la (5.1) si ottiene: 
 














−





+= 2
2
0
3
2
0
0
0 2
1
dy
hd
dy
dh
h
h
K
dy
dh
h
h
K
dy
dh
h
C
dy
dC
 (5.3) 
 




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
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

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
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
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

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2
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0
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2
2321
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
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

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




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

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

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3
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2
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h
h
K
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h
h
K  (5.5) 
 
le condizioni di equilibrio impongono che: 
0CC = =costante oppure 0/ =dydC , per cui: 
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













−
2
0
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h
h
K
h
h
=1 (5.6) 
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

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hd
dy
dh
h
h
K
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h
h
K
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dh
h
=0 (5.7) 
 
che danno come risultato la già nota relazione del profilo in equilibrio: 
 






= y
B
hh
s
eq 2
cos20
pi
 (5.8) 
 
supponendo di variare il livello eqh0  e di portarlo ad un nuovo livello 0h  si ottiene: 
 






−= y
B
hhh
s
eq 2
sin 200
pi
 (5.9) 
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−= y
BB
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ss
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





−= y
Bh
h
h
h
s
eq
2
sin1 2
0
0
0
pi
 (5.13) 
 
la portata solida per unità di larghezza vale: 
 
dy
dChqBL ⋅−= ε  (5.14) 
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 (5.18) 
 
A questo punto è possibile richiamare l’equazione di Exner per risolvere il problema: 
 
dy
dq
dt
dz BL
−=  (5.19) 
 
sostituendo alla precedente si ottiene: 
 
[ ]...0Cdt
dz
⋅−= ε  (5.20) 
 
dove è possibile assumere un valor medio di ε : 
 
2/3
00 12
*
62
1 hgikhuk ⋅=⋅=ε  (5.21) 
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L’equazione (5.19) può essere integrata numericamente. 
 
Una soluzione più semplice può infine essere ottenuta osservando che i profili di quasi-
equilibrio differiscono tra loro per il valore di h al centro della sezione. Si può quindi pensare a 
delle soluzioni dipendenti dal tempo attraverso una costante ( )tA . L’equazione (5.9) diventa: 
 
( ) 





⋅−= y
B
htAhh
s
eq 2
sin 200
pi
 (5.22) 
 
Sostituendo la precedente nella (5.19) e risolvendo la (5.20) può essere ricavata la variabile ( )tA . 
Calcolando per semplicità in corrispondenza di sB si ottiene: 
 
( ) ( )
rB
htA
dt
tdA
s
eq
1
2
1
2
0 





⋅=
pi
εα  (5.23) 
 
dove: 
 
sB : larghezza della sponda 
0h : profondità della corrente al centro della sezione 
00 / hhr eq=  (5.24) 
 
che integrata con la condizioni al contorno che per 0=t , 1=A , fornisce: 
 
( ) ( )tatA ⋅= exp  (5.25) 
 
dove: 
 
rB
ha
s
eq
1
2
1
2
0 





⋅=
pi
εα  (5.26) 
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dg
i
2
205,0
∆
⋅
=
χ
α  (5.27) 
 
Per fare un esempio si può considerare un diametro d=0,2mm e una pendenza longitudinale 
i=0,01% (valori tipici per le sezioni del fiume Po a valle forniti da Colombo e Filippi, 2010). 
Considerando χ =50 m1/2/s in prima approssimazione si ottiene la seguente evoluzione temporale 
nel caso in cui r = 0,80 e 1,20. 
 
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
1,4
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
y/Bs
h/
h 0
t=0
t=10000anni
t=20000anni
t=30000anni
equilibrio
 
Figura 5.1 – Evoluzione temporale della sezione della sponda per r = 0,8 
 
 
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
y/Bs
h/
h 0
t=0
t=10000anni
t=30000anni
t=70000anni
equilibrio
 
Figura 5.2 – Evoluzione temporale della sezione della sponda per r = 1,2 
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5.3 Conclusioni 
Le valutazioni fatte precedentemente mettono in evidenza un tempo di adattamento della 
sezione di equilibrio, alla perturbazione introdotta, estremamente lungo (>104 anni). Questo 
significa che perturbazioni a scala stagionale della portata (oscillazioni idrologiche) producono 
cambiamenti impercettibili della forma della sezione. Anche variazioni permanenti della portata 
equivalente, legate a cambiamenti climatici (riscaldamento globale) e interventi antropici 
(sovrautilizzazione) sembrano non influire sostanzialmente sulla forma della sezione. 
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